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1 VORWORT 3

1 Vorwort

Die den 1. KiRCHHOFFschen Lehrsatz kennzeichnende GesetzmiBigkeit der algebraischen
Summenbildung der Stréome wird traditionell als ein Naturgesetz hingenommen, fiir das es
keine weitere Begriindung und Erklarung gibt. Im Kontrast hierzu lassen sich jedoch die phy-
sikalischen Grundlagen dieser Naturgesetzlichkeit aufzeigen, wie dies in den anschliefenden
Abschnitten 2 und 3 geschieht.

In einem Stréomungsfeld entspricht eine differentiell kleine Raumeinheit einem Knotenpunkt
differentiell kleiner Strome, die den drei Richtungen des Raumes zugeordnet werden. Unter
der Bedingung der Quellenfreiheit verlangt der 1. KIRCHHOFFsche Lehrsatz, dass die alge-
braische Summe dieser differentiell kleinen Strome und damit auch die algebraische Summe
der zugehorigen Stromdichten zu Null werden. Die Vektoreigenschaft der Stromdichte steht
mit diesem algebraischen Bildungsgesetz im Konflikt. Die Feldgleichungen zur Losung des
Problems des HERTZschen Dipols sind das markante Beispiel fiir diesen Konflikt. Die vor-
herrschende Theorie tragt diesem Konflikt nicht Rechnung und ist deshalb fehlerhaft. Die
Abschnitte 4 bis 7 beinhalten die Fehleranalyse, Kritik und Richtigstellung dieser Theorie.
Dass auch grundsétzliche GesetzméBigkeiten der Optik keine ,,Originale* darstellen, sondern
Ableitungen elektromagnetischer Gesetzméfigkeiten sind, ist am Schluss in Abschnitt 8 aus-
gefiihrt.

2  Summenbildung elektrischer Groéfien

2.1 Kirchhoffscher Lehrsatz, Energietransport mit stromender Feinmasse

Ein Strom I entspricht der mit Geschwindigkeit v stromenden Feinmasse m , deren Durchsatz
T auf die Lénge [ bezogen ist. Dabei gilt die Beziehung

I_\/?U_W_ﬁ’ (2.1)

wobei E = muv? die stromende Energie reprisentiert. Energieverluste duflern sich in der ent-
sprechenden Abnahme von 7 entlang der Strombahn, verbunden mit einer Steigerung von
v? im umgekehrt proportionalen Umfang, sodass das Produkt beider GréSen %02 = I? kon-
stant bleibt. Dieser Zusammenhang ist von grundlegender Bedeutung fiir die nachfolgenden
Ableitungen. Das Quadrat des Stromes I? = % entspricht also der Energiestromung.

Zwei voneinander unabhéngige

Strome I; und I reprisentieren

einen Gesamtenergiefluss von

) ) L2+1T 22, dem ein gedanklicher

L+l 17+, +20, 0,  Gesamtstrom von +/I;% 4 Ir?
entspricht (Abbildung [I]).
Dieser gedankliche Ersatz-Ge-
samtstrom, der sich nach der
geometrischen Summenbildung
- ergibt, gilt freilich nur un-
2 ter der Voraussetzung, dass I
und I unabhéngig voneinan-
der in 2 verschiedenen Leitern
stromen.

2
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Abbildung 1: Vereinigung der Strome
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Bei der Vereinigung der Teilstrome I; und I in einem gemeinsamen Leiter folgt die Addition
der Strome aber der Gesetzmifligkeit algebraischer Summenbildung, die aus einer doppelten
geometrischen Summenbildung hervorgeht.

Um einen Einblick in diesen grundlegenden Zusammenhang zu gewinnen, betrachten wir
einen Leiter, der galvanisch mit 2 weiteren Leitern verbunden ist, iiber die die Teilstrome und
eingespeist werden (Abbildung. Fiir den urspriinglich in 2 Teilstrome I; und I aufgeteilten
Gesamtstrom [, kann unabhingig davon, ob die Vereinigung soeben erfolgt oder bereits
vollzogen ist, folgende Abhéngigkeit festgestellt werden (Abbildung :

Die beiden Teilstrome unter-
liegen aufgrund der Induktion
einer naturgesetzlichen Wech-
selwirkung. Elektrischer Strom
ist aber identisch mit dem
Elektroimpuls, dem beim Elek-
tromagnetismus die analoge
Rolle wie dem mechanischen
Impuls zukommt. Im Gegen-
satz zum mechanischen Im-
puls wirkt aber der Elek-
troimpuls stets paarweise. Die
zu einem Paar gehorigen, be-
tragsméfig identischen Elek-
troimpulse wirken senkrecht
| zueinander. Bei der Uberla-
' gerung zweier gleich gerichte-
ter Elektroimpulse kommt de-
ren senkrecht dazu wirkenden
Zwillingsbriidern die entschei-
dende Rolle bei der Wechselwirkung zu. Diese Wechselwirkung ist identisch mit der Ge-
setzméifBigkeit der Induktion. Jeder der beiden Teilstrome induziert beim Partner eine Kom-

ponente
I =111 (2.2)

die dem geometrischen Mittel der Teilstréme entspricht. Die resultierenden Teilstrome

Abbildung 2: Addition der Strome

1n:¢ﬁ+@:¢ﬁ+hb (2.3)

und

Li=\/B+ 2= \/B+1LI (2.4)

ergeben sich unter dem energetischen Gesichtspunkt durch die erste geometrische Summen-
bildung. Die Zusammenfassung von I;; und Is; zum resultierenden Strom I, erfolgt ihrerseits
ebenfalls unter dem energetischen Gesichtspunkt als geometrische Summe. Diese zweite geo-
metrische Addition ergibt:

L=\ =B+ I+ 3+ 1= I+ 3+ 2L,
I,.=15I+1. (25)
Mit der rdumlichen Vereinigung zweier unabhéngiger Stréme in einem gemeinsamen Leiter
ist eine Verdichtung der Energiestromung von

FEi1+ Es

z =1+ 13 (2.6)
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auf
Fi1+ Es+ 2/ E 1 Es
l

=12+ I3+ 201 1, (2.7)

verbunden.

Damit ist der physikalische Hintergrund des 1. KIRCHHOFFschen Lehrsatzes ausgeleuchtet:
Er beruht auf der induktiven Wechselwirkung der Teilstréme in Verbindung mit der in jedem
Falle obligatorischen energetischen Betrachtungsweise. Aus dieser Verbindung zweier physika-
lischer Grundeigenschaften resultiert eine doppelte geometrische Summenbildung, die ihrer-
seits in die algebraische Summenbildung nach dem 1. KIRCHHOFFschen Lehrsatz einmiindet.
Abbildung [2| veranschaulicht die aufgezeigten mathematischen Zusammenhéinge an Hand ei-
nes rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypotenuse I, = I; + I» und der zugehérigen Hohe
I; = /1115 , die die Hypotenuse in die Abschnitte I; und I unterteilt. Im Gegensatz zu vek-
toriellen Groflen konnen aber I; und I sowie deren Summe I, = I1 + I3 beliebige gegenseitige
Richtungen im Raum annehmen. Die an Hand des rechtwinkligen Dreieckes dargestellten phy-
sikalischen Groflen diirfen also nicht als Vektoren fehlgedeutet werden, obwohl sie in idealer
Weise der geometrischen Summenbildung folgen und deshalb auch mit Pfeilen versehen sind.
Bezeichnend ist dabei, dass der der Hohe im rechtwinkligen Dreieck entsprechende Indukti-
onsstrom I; = +/I1ls in dem einen rechtwinkligen Teildreieck von oben nach unten und in
dem anderen rechtwinkligen Teildreieck von unten nach oben wirkt, womit die wechselseitige
Induktionswirkung zwischen I; und I sinnfillig zum Ausdruck kommt.

In Verallgemeinerung gelten alle vorstehend aufgezeigten GesetzméBigkeiten unverdndert fort,
wenn die Darstellung in Abbildung [I] als eine beliebige Verkniipfung dreier Leiter betrachtet
wird, bei der unter Beachtung der Richtung der drei beteiligten Strome, deren algebraische
Summe stets zu Null wird. Unter dem Aspekt dieser Verallgemeinerung ist es dann also
freigestellt, welche Leiterstrome zusammengefasst werden, um daraus jeweils den Betrag des
Stromes im verbleibenden dritten Leiter zu bestimmen.

Bei der Betrachtung des physikalischen Hintergrundes des 1. KIRCHHOFFschen Lehrsatzes an-
hand der skalaren Werte des Stromes ist es einsichtig, dass Abbildung[2]lediglich eine bildliche
Darstellung der wohl begriindeten doppelten geometrischen Summenbildung ist und vekto-
rielle Interpretation fehl am Platze wéire. Dieses Grundmerkmal gilt aber nicht nur fiir die
skalaren Werte des Stromes, die aus dem Skalarprodukt von Stromdichte und Durchsatzfliche
hervorgehen, sondern auch uneingeschrankt fiir die Stromdichte selbst als gerichtete Grofe
im Raum. Denn unabhéingig von diesem Vektormerkmal der Stromdichte, bedeutet deren Be-
trachtung lediglich den Ubergang auf die differentiell kleine Raumeinheit. Der Strom ist das
Ergebnis der iiber die (endliche) Durchsatzfliche integrierten Stromdichte. Die Stromdichte
nimmt dagegen Bezug auf die differentiell kleine Flidcheneinheit. Wenn also fiir den Strom
das 1. KIRCHHOFFsche Gesetz mafigebend ist, so muss es auch uneingeschriankt fiir alle seine
differentiell kleinen Stromféden, aus denen er sich zusammensetzt, gelten.
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Kennzeichnende physikalische
J GroBe eines differentiell klei-
< nen Stromfadens ist aber die

\ J, Stromdichte, die als Vektor
> nach Betrag und Richtung defi-

niert ist. Welche Konsequenzen

ergeben sich nun daraus, wenn

die Verkniipfung dreier Stréme

nach Abbildung [1] auf eine dif-

ferentiell kleine Raumeinheit
T J iibertragen wird? Nach Abbil-
!

dung [3] ist jeder der beteilig-
ten differentiell kleinen Strome
einer der 3 Richtungen des
J Raumes zugeordnet, und da sie
o—> auf differentiell kleine Durch-
satzflichen bezogen sind, wer-
den sie folgerichtig durch die
mafigebende Stromdichte sub-
Abbildung 3: Radumliche Aufteilung der Stromdichte stituiert.
In Abbildung [3] entspricht der
(aus Anschaulichkeitsgriinden
verzerrt) dargestellte Wiirfel der differentiell kleinen Raumeinheit. Wird nun allein durch
den Ubergang unserer Betrachtungsweise auf differentiell kleine Raumeinheiten und damit
auf differentiell kleine Strome beziehungsweise Stromdichten der 1. KIRCHHOFFsche Lehrsatz
auler Kraft gesetzt? — Sicher nicht! Die Versuchung ist zwar riesengrof, fiir die Vektoren der
Stromdichte nach Abbildung3|auch das Repertoire an vektoriellen Operationen, insbesondere
im Hinblick auf Addition und Subtraktion in Anwendung zu bringen. Das wire aber der un-
taugliche Versuch, einer physikalischen GesetzméBigkeit eine nicht addquate mathematische
GesetzmiBigkeit aufzuzwingen und damit massiv gegen den 1. KIRCHHOFFschen Lehrsatz zu
verstoflen. Tatséchlich kann natiirlich nie die Mathematik die Physik bestimmen, sondern in
jedem Falle hat sich das mathematische Verfahren bedingungslos den Vorgaben der Physik
zu unterwerfen. Und das bedeutet fiir elektromagnetische Stromung in der differentiell klei-
nen Raumeinheit: Die algebraische Summe der den 3 Richtungen des Raumes zuzuordnenden
Stromdichten ist gleich Null, so wie es der 1. KIRCHHOFFsche Lehrsatz vorgibt. Gleichwohl ist,
wie bereits gesagt, die Versuchung grof3, diesen scheinbaren Widerspruch zwischen Physik und
Mathematik zu iiberspielen, um den von der Physik strémender Feinmasse geforderten, aber
ungewohnten Umgang mit vektoriellen Groflen (algebraische Summenbildung) zu umgehen.
Der klassische ,,Stindenfall“ auf diesem Felde sind, so ungewohnlich das auch klingen mag,
die MAXWELLschen Feldgleichungen in vektorieller Darstellung. Einerseits sind die physika-
lischen Kernaussagen dieser Feldgleichungen unbestritten giiltig, ndmlich die Abbildung von
Induktionsgesetz und Durchflutungssatz auf die differentiell kleine Raumeinheit. Wird aber
andererseits der Versuch einer allgemeingiiltigen mathematischen Lésung unternommen, also
nicht nur auf Spezialfiille abgestellt, dann ist das iibliche Repertoire der Vektoranalysis ein un-
geeignetes mathematisches Instrumentarium, das nur auf den Pfad von Néiherungslosungen
fiihrt. Die physikalische Gesetzmifligkeit des 1. KIRCHHOFFschen Lehrsatzes kann unter kei-
nen Umstédnden abgedungen werden, nur weil uns so ein ,;schénes“ und in sich stimmiges
mathematisches Instrument zur Verfligung steht, das aber fiir das gestellte Problem nicht
ausreicht beziehungsweise nur unter Beachtung der physikalisch gebotenen Modifikationen
zur Anwendung kommen darf.

<
o
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Nach Vorstehendem gilt der 1. KIRCHHOFFsche Lehrsatz unabhéngig davon, in welche Teil-
strome ein Gesamtstrom gedanklich unterteilt wird. Er gilt deshalb auch fiir den differentiell
kleinen Stromfaden und natiirlich auch fiir jedes differentiell kleine Raumelement bei jeder
Art Energie transportierender elektrischer Strémung. Der 1. KIRCHHOFFsche Lehrsatz gilt
auch unabhéngig davon, ob dieser Energietransport leitungsgebunden erfolgt oder in geome-
trischer Eigengesetzlichkeit sich kanalisiert im Medium fortpflanzt (typischer Vertreter: der
Lichtstrahl).

Stromende elektrische Energie ist von Wesensmerkmalen gekennzeichnet, die prinzipiell un-
abhingig davon sind, ob es sich um leitungsgebundene Stréme im geschlossenen Stromkreis
handelt oder um von Punkt zu Punkt gerichtete Strahlung: Stromende elektrische Energie
folgt in jedem Raumelement einerseits dem 1. KIRCHHOFFschen Lehrsatz und andererseits
der GesetzméBigkeit vom Weg des geringsten Widerstandes im Medium. Die elektrischen
und geometrischen Eigenschaften des Mediums bewirken Kanalisierung (Beispiel: zylindri-
scher metallischer Leiter) und ddmpfende Wirkung durch elektrischen Widerstand. Die Ge-
setzméfBigkeit vom Weg des geringsten Widerstandes in jedem Raumelement ist besonders
auch bei Wechselstrom das pragende Prinzip. Da aber bei Wechselstrom die induktive Kom-
ponente des komplexen Widerstandes stets rdumlich variiert, resultiert aus dem genannten
Prinzip eine spezifische Verteilung des elektrischen Stromes im Medium mit rdumlich varia-
bler Stromdichte. Der Strom tendiert dabei in markanter Weise zur Kanalisierung bis hin zur
eigengesetzlichen Begrenzung im an sich homogenen unbegrenzten Medium.

2.2 Statisches Feld ohne Energietransport durch stromende Feinmasse

Zeitlich unverdnderliche elektrische oder magnetische Felder ohne Energietransport wer-
den als statische oder stationére Felder angesprochen. Da aber der Begriff  stationér® in
der Literatur auch auf stationéire Stromungsfelder angewandt wird, soll nachfolgend als
eindeutiges Unterscheidungsmerkmal gegeniiber einem Stromungsfeld mit Energietransport
die Definition ,statisches Feld ohne Energietransport“ dienen. Nachfolgend werden die Ge-
setzméBigkeiten fiir ein solches Feld am Beispiel einer elektrostatischen Feldgrofie dargestellt.
Sie gelten fiir ein magnetisches Feld gleichen Typs in analoger Weise.

Strom [ und Spannung U haben im physikalischen Kern ﬁv (Wurzel aus der Feinmasse m
pro Léngeneinheit  , multipliziert mit der Geschwindigkeit v ) eine identische Struktur, da sie
sich nach dem Ohmschen Gesetz fiir stromende elektrische Energie nur durch den konstanten
Faktor des elektrischen Widerstandes (gemessen in = [Meter pro Sekunde]) unterscheiden.
Diese prinzipielle physikalische Struktur behélt die Spannung natiirlich auch unter der Grenz-
bedingung der konstanten Spannung im statischen Feld bei. Das zur Spannung U Gesagte
gilt analog fiir die elektrische Feldstéirke E . Die Feldgrofien statischer elektrischer Felder
folgen deshalb bei ihrer Uberlagerung GesetzmiiBigkeiten, die sich einerseits unmittelbar aus
den Uberlegungen zum 1. KIRCHHOFFschen Lehrsatz ergeben, andererseits ihrer spezifischen
Ausrichtung im Raum (gerichtete Gréfien oder Vektoren) Rechnung tragen.

Im statischen Feld gibt es keine elektrische Energiestromung und damit insbesondere auch
keine induktive Wechselwirkung derjenigen Komponenten von statischen Feldgréfien, die zu-
sammengefasst werden sollen. Dies ist der entscheidende Unterschied zu einem Feld mit Ener-
giestromung. Dagegen gilt, dass Komponenten statischer Feldgréfien, die sich in einem Raum-
punkt iiberlagern, einer GesetzméifBigkeit unterworfen sind analog der von unabhingigen
Teilstromen, also vor der Vereinigung. Damit gilt auch fiir statische Feldgréflen die reine
energetische Betrachtungsweise ohne irgendwelche Anteile wechselseitiger Induktion. Des-
halb bilden die Regeln der Vektoranalysis in vollem Umfang die physikalischen Gegebenhei-
ten statischer Feldgréflen ab. Die vektoriellen Operationen wie Addition und Subtraktion
werden der energetischen Betrachtungsweise voll gerecht. Die geometrische Summenbildung
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senkrecht zueinander verlaufender Komponenten ist das typische Beispiel. Deshalb kann jeder
Feldvektor im statischen Feld in zwei senkrecht aufeinander stehende Komponenten aufgeteilt
werden, die dem geometrischen Bildungsgesetz im rechtwinkligen Dreieck folgen.

Die Zahl der moglichen Wertepaare dieser senkrecht aufeinander stehenden Komponenten ist
unbegrenzt. Deshalb ist es auch moglich, 2 beliebige sich tiberlagernde Feldvektoren E—h) und Fo
im elektrostatischen Feld nach der geometrischen Gesetzméafligkeit fiir Vektoren zu addieren.
Nach Abbildung [l wird jeder
der beiden iiberlagerten Feld-
vektoren F7 und FE5 hierzu in
das konkrete Wertepaar ge-
danklich aufgeteilt, bei dem die
eine Kg)mpoglte 2} die Resul-
tante £, = E,1 + Er2 und fillt
und die dazu jeweils senkrech-

‘i Komponenten von Ej; und
FEs sich nach Betrag und Rich-
tung kompensieren.

p Das Zusammenwirken elek-
E trodynamischer Feldgrofien ei-
nerseits und elektrostatischer
Feldgroflen andererseits weist
entscheidende Unterschiede auf.
Elektrodynamik ist gleichbe-
deutend mit Energietransport im Raum. Das dreidimensionale Raumelement ist die ,,Biihne
fiir diesen Prozess“. Fiir jedes Raumelement, und natiirlich auch fiir das differentiell kleine
Raumelement, gilt bedingungslos der 1. KIRCHHOFFsche Lehrsatz, d.h., die Summe der den 3
Richtungen dieses Raumelementes zuordenbaren Strome ist gleich Null. Fiir das differentiell
kleine Raumelement tritt die Stromdichte J an die Stelle des Stromes I . Im elektrostati-
schen Feld dagegen flieit kein Strom. Jede Feldgrofle ist vielmehr der Flidcheneinheit, auf
der sie senkrecht steht, zuzuordnen. In dieser Fldcheneinheit senkrecht zum elektrostatischen
Feldvektor gibt es keinen Energietransport und keine wechselseitige Induktion iiberlagerter
Groflen. Sich iiberlagernde Feldgroflen im elektrostatischen Feld addieren sich geometrisch,
also als Vektoren. Die direkte Analogie zu mechanischer Kraft und mechanischer Energie ist
evident. Mechanische Krifte beziehen sich wie elektrostatische Feldgrofien immer auf Flichen
und werden als Vektoren in geometrischer Addition zusammengefasst. Die Vorstellung der
punktformig wirkenden Kraft ist dabei lediglich eine zweckméfige Idealisierung fiir ein be-
sonders praktikables Rechenverfahren. Mechanische Arbeit hat analog elektromagnetischer
Arbeit als unverzichtbaren Wirkungsort immer das dreidimensionale Raumelement zur Be-
zugsgrofle.

Die Nahtstelle zwischen elektrostatischen und elektrodynamischen Wirkungen ist der Auf-
bau und Abbau elektrischer und magnetischer Felder. Das Aufladen des Raumes mit elek-
tromagnetischer Energie und deren Abbau erfolgt in der Elektrodynamik in periodischer
Schwingung, beim Auf- und Abbau statischer elektrischer und magnetischer Felder dagegen
als aperiodisches Einschwingen in den stabilen Zustand.

Analog entspricht natiirlich auch der Aufbau und Abbau einer mechanischen Kraft einem
Energiefluss in das Medium beziehungsweise aus dem Medium heraus. Die elastische Energie
im Medium ist das Ergebnis einer aufgebauten Kraft.

Abbildung 4: Addition statischer Feldgrofien
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3 Feldstirken, Kirchhoffs Gesetz in der Elektrodynamik

Als direkte Konsequenz aus den Ausfiihrungen zu KIRCHHOFFs Gesetzen in Abschnitt 2
sind nachfolgend bildliche Darstellungen und rechnerische Beziehungen von Feldgréflen dar-
gestellt. Dabei sind die fiir die Feldgréflen mafligebenden signifikanten Unterschiede zwischen
Elektrodynamik und Elektrostatik herausgestellt.

Wird der Vektor der elektrischen
Feldstéirke der (herkémmlichen) Di-
mension V/m in einem Diagramm
(Abbildung [5) dargestellt, so unter-
liegt er zwingend einer Normierung
auf eine Wegstrecke, Beispiel: V/m?.
Diese Normierung kann zwar nach
den Gesichtspunkten zweckméBiger
Darstellung frei definiert werden,
im Diagramm also: E/l; Aber ei-
ne einmal getroffene Normierung
(im Beispiel) auf die Wegstrecke
[ ist dann fiir alle Vektoren der
Feldstérke, die in gegenseitige Bezie-
hung gebracht werden sollen, obli-
gatorisch. Die nachfolgende Betrach-
tung bezieht sich auf die Bedingun-
gen stromender elektrischer Energie, die stets den KIRCHHOFFschen Gesetzen unterworfen
ist. Die GesetzmiBigkeiten der Uberlagerung von Feldstéirken von statischen Feldern werden
spéter separat beleuchtet. Einheitliche Normierung bedeutet konkret: Auch die in vorstehen-
dem Diagramm parallel zu x—Achse beziehungsweise y—Achse dargestellten Komponenten
vom Betrag E, beziehungsweise E, miissen zwingend auf [ als einheitliche Basis der Normie-
rung bezogen werden.

Ausgehend von dem Diagramm in Abbildung [5|ergibt sich deshalb fiir das Potential zwischen
den Punkten O und P :

Abbildung 5: Feldstérken in der Elektrodynamik

U=E-i (E:@b (3.1)

und das Potential zwischen den Punkten O und @ als Produkt aus E und der Projektion von
x auf F, identisch mit dem Produkt aus x und der Projektion von F auf x :

U=E-z-cosa=E-l-cos’a=E,-l; E, = E - cos® a. (3.2)
Fiir das Potential zwischen den Punkten @ und P ergibt sich in Analogie:
Uy=E-y-sina=FE-l-sin®a=FE,- E, = E-sin®a. (3.3)

Hervorzuheben ist, dass in Abbildung [5] zwar die Abstdnde x, y und [ mafistabsgerecht
abgebildet sind und auch die Feldstirken E,, E, und E aufgrund der Normierung, aber
nicht etwa auch die Potentiale U, U, und U. Fiir diese ist in der Darstellung allein festgelegt,
zwischen welchen rdumlichen Punkten O, P und @ das jeweilige Potential gegeben ist. Auf
dieser Basis ergibt sich ein iibereinstimmendes Potential fiir die direkte Verbindung von O
nach P wie auch fiir die gebrochene Strecke von O iiber @) nach P, die elektrisch einer
Parallelschaltung entspricht, sodass nach dem 2. KIRCHHOFFschen Satz gilt:

U=U,+1U,,
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U_U., 0,
I 1’
E=E,+E,=F-(cos’a+sina). (3.4)

FE ergibt sich also aus der algebraischen Summe seiner Komponenten
E,=FE-cos’a und E, = E-sin’a. (3.5)

So erstaunlich es anmutet, das traditionell in der Wissenschaft geiibte Verfahren, eine elek-
trische Feldstérke auch unter den Bedingungen stromender elektrischer Energie, wie sie in
Funkwellen vorliegen, als einen Vektor vom Betrag Ey mit den Komponenten Ey, = Ey -cosa
und Ey, = Ey -sina zu behandeln, ist physikalisch unhaltbar und mit dieser Ableitung fal-
sifiziert. Die vorstehende, aus der Ableitung hervorgegangene korrekte Beziehung ist dagegen
nicht nur eine zwingende Konsequenz aus dem 2. KIRCHHOFFschen Satz, sondern in ihr er-
kennen wir auch die GesetzméBigkeit des 1. KIRCHHOFFschen Satzes. Wir gehen dabei von
einem elektrischen Feld mit Energietransport aus, also von stromender elektrischer Energie.
An dem Punkt im Raum, fiir den die elektrische Feldstirke F untersucht wird, existiert in der
zugehorigen differentiell kleinen Raumeinheit ein einheitlicher Widerstand Z’, der nach sei-
ner spezifischen Natur die (herkémmliche) Dimension von Qm besitzt. Z’ entspricht also dem
Kehrwert der elektrischen Leitfihigkeit und ist je nach Fall rein ohmscher oder auch kom-
plexer Natur. In jedem Fall gilt fiir die mit den elektrischen Feldstiarken korrespondierenden

Stromdichten 5 5
xT
7=t =l md =

also in Ubereinstimmung mit dem 1. KIRCHHOFFschen Satz:
J=Jp+Jy. (3.6)

Die Stromdichten stehen hier stellvertretend fiir die Strome in der differentiell kleinen Raum-
einheit. Die Strome sind dabei in Form der Stromdichten auf ein einheitliches Maf} der
Fldache normiert. In dieser Sicht der Dinge ist dann das statische elektrische Feld der Son-
derfall, bei dem der spezifische elektrische Widerstand Z’ zu Unendlich wird und die Werte
der Stromdichten zu Null. Damit ist der Anwendung des 1. KIRCHHOFFschen Satzes die Ba-
sis entzogen. Ein wesentlicher Gesichtspunkt vorstehender Ableitungen fiir elektrodynamische
Verhéltnisse, also fiir stromende elektrische Energie, ist die enge Verkopplung der betrach-
teten Feldgrofien. Das Wort ,, Verkopplung “ darf durchaus in elektrischer Deutung verstanden
werden, denn die beiden Komponenten der differentiell kleinen Strome beziehungsweise der
Stromdichten, die gedanklich zur Resultierenden vereinigt werden, unterliegen einer opti-
malen Kopplung, die den eigentlichen physikalischen Kern des 1. KIRCHHOFFschen Satzes
ausmacht. Dies ist auch der Grund, dass der 1. KIRCHHOFFschen Satz nicht als Naturge-
setz einfach hingenommen werden muss, sondern seine Konsistenz durch Ableitung (siehe
Abschnitt 2) bewiesen werden kann.

Ganz anderer Natur ist dagegen die Uberlagerung zweier nach ihrer Quelle unabhiingiger
elektrischer Feldgréfien im statischen Feld zu sehen, die also keinem resultierenden Strémungs-
feld zugehoren. Fiir die Ermittlung der Resultierenden aus den unabhéngigen Feldgrofien mit
den Betridgen F1 und Fs sowie von unterschiedlichen Richtungen im Raum, gilt lediglich ein
tibergeordneter Gesichtspunkt auch im statischen Feld, ndmlich die obligatorisch einheitliche
Basis fiir die Normierung des Wertes jeder Feldstéirke nach Maf3gabe einer Wegstrecke.

Die in diesem Fall gebotene vektorielle Summenbildung bei der Verkniipfung der Kompo-
nenten F7 und Es mit ihrer Resultierenden FE ist dadurch begriindet, dass keine elektrische
Verkopplung der Feldstéirken E; und F,, sondern nur eine Uberlagerung ohne resultierende
elektrische Energiestromung gegeben ist. Mangels Energietransport im statischen Feld gibt
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es keine Strome oder Stromdichten und deshalb auch keine induktive Interaktion oder Kopp-
lung. Einer Anwendung KIRCHHOFFscher Satze ist die Basis entzogen. Es gibt eine reine
Uberlagerung der Feldstéirken mit einer bildlichen Darstellung auf der Basis einer einheitli-
chen Normierung. Aus Abbildung [6] ergeben sich damit die einheitlichen Verkniipfungen der
Feldstérken:

Ey B, E _ Ey FEn FEaut+FEn Ey Ey

ll l2 l I xI9 l Yy y ’ ( )
und daraus folgend:
x
Ei,=FE - 711 = E, -sina, (3.8)
By = By - % = B, -sinf3 (3.9)
sowie
By, = E - % = E; - cos o, (3.10)
Egy :EQ' % :E1 -COSﬂ, (311)
Evy = Eyy. (3.12)
Der Vergleich der ge-
danklichen Zerlegung ei-
A nes Feldvektors unter
/ den Bedingungen stro-
— U\ mender elektrischer Ener-
E, a ,3/ | gie einerseits und der
1 Ely 2 Uberlagerung von zwei
y Feldvektoren unter den
E _ Bedingungen des stati-
‘/ Ezyl 2 4" schen Feldes weist fol-
' > <~ gende Unterschiede auf:
E, E,, Wihrend im ersten Fall
X - Xy ——» die Komponenten F, und
| E, in ein und demsel-

ben physikalischen Pro-
zess optimal verkoppelt
sind und senkrecht zu-
einander verlaufen, stim-
men im zweiten Fall die
zusammenzufassenden Komponenten Fi, und Fs, nach der Richtung iiberein und sind kei-
ner gegenseitigen Kopplung unterworfen, also nicht von wechselseitiger induktiver Wirkung
begleitet. Zu deckungsgleichen Ergebnissen fiihrt eine rein energetische Betrachtungsweise:
Statische Feldenergie ist abhéngig vom Quadrat des Feldstiarkevektors. Sowohl bei der Auf-
teilung in Komponenten wie auch umgekehrt bei der Zusammenfassung von Komponenten
zu einer Resultierenden gilt wegen dieser quadratischen Abhéngigkeit die vektorielle Ge-
setzméBigkeit. Bei stromender elektrischer Energie gibt es dagegen keine statischen Feld-
groBen und auch nicht deren vektorielles Summenbildungsgesetz.

Abbildung 6: Feldstédrken im statischen Feld
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4 Stromverdringung

Die bekannten Ausfithrungen zur Theorie der Stromverdringung in Lehrbiichern (hier kon-
kret in [1], wobei in Abschnitt 11 enthalten sind) werden dem vielschichtigen
physikalischen Prozess bei weitem nicht gerecht und miinden in Ergebnisse, die paradox sind
und keinen physikalischen Sinn ergeben. Insbesondere werden aus Realteil und Imaginérteil
zusammengesetzte Werte fiir elektrische und magnetische Feldstidrke ausgewiesen, und zwar
ohne dass hier Real- und Imaginéirteil als wohl vertraute Komponenten sinusférmiger Wech-
selgroBen vorliegen. Aber allein die Ahnlichkeit zu dem mathematischen Konzept fiir Wech-
selgroflen gentigt offensichtlich, um diesen eindeutigen Indikator fiir den falschen Losungsweg
nicht wahrzunehmen.

Am Beispiel von [1] sollen die einzelne Schritte der Ableitung kritisiert und richtigestellt
werden.

Fiir die Berechnung der Stromverdringung im Koaxialkabel ist der Einfluss des indukti-
ven Spannungsabfalls in Kombination mit dem ohmschen Spannungsabfall mafigebend. Die
Verkniipfung von ohmschem und induktivem Spannungsabfall bedingt eine zeitliche Phasen-
verschiebung zwischen Strom und Spannung sowie zwischen den mafigebenden Werten von
Stromdichte, elektrischer und magnetischer Feldstérke beziehungsweise magnetischem Fluss.

e Es ist also unrichtig, wenn in [1], Gleichung (1), von Phasengleichheit der Stromdich-
te und der elektrischen Feldstéirke ausgegangen wird, wobei lediglich die spezifische
elektrische Leitfdhigkeit als Proportionalitdtsfaktor steht.

e Ein daraus resultierender weiterer Fehler ist in [1], dass in Gleichung (2) zwischen
magnetischer Feldstidrke und Stromdichte der Durchflutungssatz so in Ansatz gebracht
wird, als bestiinde Phasengleichheit zwischen diesen Grofien.

e Dritter prinzipieller Fehler in [1] ist das willkiirliche Vorgehen beim Differenzieren
von Feldstiarkewerten nach der Zeit und dem Weg. Alle beteiligten elektrischen Werte
von Strom, Stromdichte, elektrischer und magnetischer Feldstérke sowie magnetischem
Fluss sind grundsétzlich Wechselstromgroflen, abgebildet allein durch den Betrag
(z. B.: |H| = H), multipliziert mit dem Funktionswert sinwt. Das Differenzeren nach
der Zeit beschrénkt sich auf %(sin wt) = w - coswt, lauft also auf die betragsméBige

Multiplikation |H|-w = H - w hinaus. Dieses Ergebnis durch die Form %—IZ[ zu ersetzen
und dann, wie in Gleichung(5)von [1] geschehen, dem rédumlichen Differentialquotienten
gegeniiberzustellen:

oE  O0H

o Mo

stimmt mathematisch und physikalisch mit der Problemstellung in keiner Weise {iberein.

Der Losungsansatz geht zweckméBig von einer Auftrennung nach raumlich variablen, also vom
Abstand r zum Mittelpunkt der Koaxialleitung abhéngigen Werten (Index v) und rédumlich
konstanten Werten (Index k) aus. Fiir die resultierende Stromdichte gilt dann:

J=Jy—Jy.

Fiir die mit Stromdichte J, und Strom I, korrespondierenden Werte von elektrischer und
magnetischer Feldstérke sowie magnetischem Fluss ist weiterhin jeweils nach ohmscher (Index
R) und induktiver (Index L) Komponente zu unterscheiden.

Die mafigebende Differentialgleichung, aus der sich die rdumliche Abhéngigkeit (also abhéingig
von 1) ergibt, ist ihrer Natur nach selektiv auf die rdumlich variablen Gréfien beschrénkt.



4 STROMVERDRANGUNG 13

Deshalb kann zur Vereinfachung auf den Index v fiir elektrische und magnetische Feldstérke
sowie den magnetischem Fluss verzichtet werden.

Eyr — ER, By, — Er;
H,r — Hp, H,;, — Hp;
(I)vR_>(I)R> q’vL_>(I>L'

Unter diesen Voraussetzungen koénnen die Gleichungen (1) bis (6) in [1] richtigestellt werden.
Die einander direkt entsprechenden Beziehungen in [1] sowie die korrigierte Version werden
entsprechend gekennzeichnet, also wird z. B. aus Gleichung (1) in [1] Gleichung (1k) in der
Korrektur.

Jy=FEp-o (1k)
HR-27rr:kR-/27r-Jv-r-dr:k‘R-/27T~ER'a-r-d7“ (2k)
T o
OH 1
or r
H 1
wu'(?—R—{—wu'f‘HR:kRawu'ER
or T

CI)R—,U,Z/HR-dT

T0

OPRr
Brpl=-"1—- 4o
R ot WPR
(D T
ER:—wTR :—wu/HR dr
70
OFR
= — H 5k
or WhHR (5k)
O’EpR o ww OHR
a2z~ “H e,
0’Er 1 OEg
5,2 i —kpowy - Eg (6k)

Diese Losung erbringt wie nicht anders zu erwarten ausschliefflich reelle Losungen. Sie bietet
in weiterer Ausgestaltung, fiir die auf [6] verwiesen wird, die fiir die Diskussion an Hand des
Zeigerdiagramms notwendigen Parameter. Fiir den typischen Idealfall ergibt sich Betrags-
gleichheit von ohmscher und induktiver Komponente und damit wird kr = ko = 1/v/2.
Komplexe Zahlenwerte mit rdumlichem Argument, wie sie aus (6) in [1] hervorgehen, sind
nicht problemadéquat und physikalisch nicht sinnvoll zu interpretieren.
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5 Fehlerbetrachtung zu den Grundlagen der Feldtheorie

Ausgangspunkt sind die in den Abschnitten 2 bis 3 dargelegten Gesetzmafigkeiten fiir elektri-
sche Feldgrofien. Diese Ausfithrungen miinden in die provozierende These, dass die Grundla-
gen der elektromagnetischen Feldtheorie, so wie sie in der wissenschaftlichen Literatur allge-
mein dargestellt werden, korrekturbediirftig sind. Die wesentliche Argumentationslinie dieser
Kritik wird zunéchst vorangestellt. In der Folge werden an Hand der Feldgleichungen im
Allgemeinen und des HERTZschen Dipols im Speziellen die erkannten Fehler und ein Weg zu
deren Abhilfe dargestellt.

Eine mechanische Kraft ? ist eine echte Vektorgrofe. Das Zusammenwirken von Kraftkom-
ponenten zu einer resultierenden Kraft folgt bedingungslos dem vektoriellen Bildungsgesetz.
Dies ist vielfach durch Experiment und technische Anwendung belegt. Prinzipiell anderer
Natur ist eine elektrische Feldstédrke F im Stromungsfeld! Sie ist keine echte Vektorgrofie,
weil fiir sie als analoge Grofie zur Stromdichte J kategorisch der 1. KIRCHHOFFsche Lehr-
satz gilt. Dieser Lehrsatz verliert seine Giiltigkeit auch bei Abbildung auf eine differentiell
kleine Raumeinheit nicht. In keinem Experiment wurde jemals fiir die elektrische Feldstérke
im Stromungsfeld ein vektorielles Summenbildungsgesetz nachgewiesen. Das ihr eigene al-
gebraische Summenbildungsgesetz ist dagegen im realen wie im Gedankenexperiment leicht
nachzuweisen. Im einfachsten Fall werden drei homogene Leiter quadratischen Querschnitts
so zu einem Dreibein vereinigt, dass die Vereinigungsstelle einen Wiirfel bildet. Speist man
in einen Leiter des Dreibeins einen Strom beliebiger Stromstérke ein, muss dieser Strom
in den anderen beiden Leitern des Dreibeins seine Fortsetzung (Ausspeisung) finden, wobei
die algebraische Summe der beiden Stromkomponenten der Ausspeisung dem eingespeisten
Strom entspricht. Fokussiert auf den wiirfelférmigen Vereinigungspunkt der drei Leiter im
Dreibein, ist dies einerseits der Nachweis, dass der 1. KIRCHHOFFsche Lehrsatz unabhéngig
von der rdumlichen Richtung der beteiligten Strome gilt, und andererseits der Beweis, dass
es keine vektorielle Aufteilung eines Stromes geben kann. Das Ergebnis dieses Experiments
ist unabhéngig von der Gréfle des Querschnitts der beteiligten Leiter und bleibt gleicherma-
Ben giiltig fiir einen differentiell kleinen Querschnitt und Normierung des Stromes auf den
Flichendurchsatz, also den Ubergang vom Strom zur Stromdichte.

Das algebraische Summenbildungsgesetz des 1. KIRCHHOFFschen Lehrsatzes steht also der
vorbehaltlosen Akzeptanz der elektrischen Feldstéirke als Vektorgréfle im Wege. Dieser be-
sondere ,, Vektor“ der elektrischen Feldstéirke steht stets unter dem strikten Vorbehalt, dass
in keiner Anwendung sein ihm eigenes algebraisches Summenbildungsgesetz verletzt werden
darf. Wenn in der wissenschaftlichen Literatur auf diesen entscheidenden Vorbehalt nicht
hingewiesen wird und die elektrische Feldstéirke als normale Vektorgrofie analog einer me-
chanischen Kraft behandelt wird, bleibt ein Dilemma unaufgeldst. Der latente Fehler bleibt
wie ein Zeitziinder iiber weite Bereiche des wissenschaftlichen Gedankengebdudes ohne un-
mittelbar erkennbare Auswirkung. Sobald aber ein theoretischer Zusammenhang erfasst und
formuliert werden soll, der die ,,Sollbruchstelle* des algebraischen Summenbildungsgesetzes
belastet, treten die Konsequenzen des Denkfehlers in Erscheinung.

Weshalb kénnen nun aber z.B. im stationidren Stromungsfeld der 1. KIRCHHOFFsche Lehrsatz

(bei Quellenfreiheit)
]{ T-dAd =0 (5.1)

und der 2. KIRCHHOFFsche Lehrsatz

fﬁ-d?zo (5.2)

yungestraft“ postuliert werden, obwohl ﬁ und 7 keine echten Vektorgréfien sind? Die Er-
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klarung ist einfach: In beiden Féllen werden differentiell kleine Werte von Skalarprodukten
gebildet. Fiir die Richtigkeit des skalaren Wertes ist es aber hinreichend, wenn nur eine der
beiden skalar zu multiplizierenden Grofien echte Vektoreigenschaften besitzt, wie der Vektor
dz des Flichenelements und d' s des Wegelements. Denn die skalare Multiplikation entspricht
ja der Projektion des Vektors d A auf J beziehungsweise ds auf ﬁ , wobei die unechten
Vektoreigenschaften von 7 und E nicht auf die Probe gestellt werden!

Die gleichen Uberlegungen gelten fiir das Summenbildungsgesetz der Divergenz, angewandt
fiir die elektrische Verschiebungsdichte:

. 1 [~ -
ivD=1lim — ¢ D -dA. .
div Jim % d (5.3)

dz hat echte Vektoreigenschaften und das ist hinreichend fiir ein richtiges Ergebnis von
div D.
Wie ist nun aber das Bildungsgesetz fiir den Gradienten

E=—grady (5.4)

mit

dp=E-ds (5.5)
zu beurteilen? Bei dieser Form sind wir immer noch weit entfernt von einer echten ,, Nagelpro-
be“, denn auf linker ( E) und rechter (— grad ¢ ) Gleichungsseite liegt ein gleichartiger Fehler
vor, nédmlich die fdlschliche Unterstellung des vektoriellen Bildungsgesetzes. Wir haben es
also mit dem Gleichgewicht der Fehler zu tun und die Latenz des Fehlers bleibt gewahrt. An-
dere Verhiltnisse liegen vor, wenn wir uns dem Bildungsgesetz der Rotation zuwenden. Denn
hierbei sind alle drei Komponenten des Raumes direkt jeweils miteinander verkniipft. Be-
trachtet sei dies am Beispiel der Differentialform des Durchflutungssatzes fiir ein stationéres
Stromungsfeld:

rot H=J (5.6)
mit den Komponenten
-  OH 0H
roty H= ayz - 8Zy = Jx7
- OH, O0H,
t, H = — =J
Hoty 0z Ox v
-  OH OH.
rot, H = a—xy— ny =J,.

Fiir ein stationdres Stromungsfeld liegt analog dem Summenbildungsgesetz fiir den Gradi-
enten ein Gleichgewicht der Fehler vor, weil die fehlerhafte Unterstellung des vektoriellen
Summenbildungsgesetzes in gleicher Weise fiir magnetische Feldstarke und Stromdichte wirkt.
Dies verdeutlicht folgende Uberlegung: Betrachtet man magnetische Feldstérke H und Strom-
dichte J in einem Stromfaden, der einen differentiell kleinen kreisférmigen Querschnitt mit
Radius dr durchstromt, ergibt sich folgende GesetzméaBigkeit:

dH J

dr — 2°
Diese Uberlegung kann auf jede der 3 Komponenten des Raumes iibertragen werden. Bei
der Zerlegung von J und H nach (5.6) in rdumliche Komponenten (und natiirlich auch um-
gekehrt bei der Summenbildung) spielt es offensichtlich keine Rolle, ob nach der richtigen
Methode der algebraischen Summenbildung oder nach der falschen Methode der vektoriellen
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Summenbildung vorgegangen wird, weil in jedem Fall das Gleichgewicht zwischen rechter und
linker Gleichungsseite gewahrt bleibt.
Bei dem Fortschreiten zu den MAXWELLschen Feldgleichungen

. oE
tH =cq- — 5.7
ro €0 atv ( )
B oH
tE = —pp - — 5.8
ro Ho " 5 (5.8)

ist verschérfte Beobachtung des prinzipiellen Vorbehalts angezeigt, dass das gebotene al-
gebraische Summenbildungsgesetz nicht verletzt werden darf. Denn der zeitliche Differen-
tialquotient auf der jeweils rechten Gleichungsseite bedingt eine Uberfithrung in den ent-
sprechenden rdumlichen Differentialquotienten mit spezifischer Charakteristik. Bei diesem
Differentialquotienten ist ndmlich die Richtung mit der Ausbreitungsrichtung der elektroma-
gnetischen Feldausbreitung vorgegeben. Wenn nun aber auf der rechten Gleichungsseite jede
der 3 Raumkomponenten fiir eine konkrete Raumrichtung abgeleitet werden muss und der
jeweils korrespondierenden Komponente auf der linken Gleichungsseite gegeniibersteht, kann
nicht mehr davon ausgegangen werden, dass quasi eine automatische Korrektur stattfindet
von auf linker und rechter Gleichungsseite unterlaufener Fehler (aufgrund des nicht korrekten
Summenbildungsgesetzes). Wir erkennen jedoch, dass fiir den trivialen Fall gleichformiger
Ausbreitung, in mathematischer Hinsicht kein echter qualitativer Sprung gegeniiber dem dif-
ferentiellen Durchflutungssatz existiert. Denn fiir diesen wichtigen Sonderfall pflanzt sich die
Strahlung monoton wellenférmig fort mit konstanten Scheitelwerten von elektrischer und ma-
gnetischer Feldstérke. Nach der Natur dieses Sonderfalles ist (theoretisch) weder ein Abklin-
gen der Strahlung noch eine (sinnvolle) Zerlegung in réumliche Komponenten zu konstatieren.

Ein Verschiebungsstrom im Freiraum verlduft aber in aller Regel nicht kanalisiert wie ein
galvanischer Strom in einem Koérper, wobei trotz unterschiedlicher Ausformung des Korpers
in jedem differentiellen Raumelement die Linearitdt des Ohmschen Gesetzes bestimmend ist.
Verschiebungsstrom im Freiraum heift aber dagegen eigengesetzliche Ausbreitung und nicht-
lineares Verhalten abhéngig vom Weg. Die radiale Feldausbreitung in der Umgebung einer
Punktladung ist dabei das Grundmodell. Und das findet natiirlich auch in jedem differentiell
kleinen Raumelement seinen Niederschlag. Die in Abschnitt 7 dargestellten Feldbetrachtun-
gen fiir eine frei fliegende elektrische Ladung sind das priagnante Beispiel hierfiir.
Uberschreiten wir deshalb schlieBlich die Grenzen des trivialen Falls der gleichférmigen Aus-
breitung und betrachten im konkreten Fall die facherférmige Ausbreitung des HERTZschen
Dipols, sprechen endgiiltig die mathematischen Alarmsignale an. Denn nun kann beim rédum-
lichen Differenzieren mit den Methoden der Vektoranalysis nicht mehr ,ungestraft* das al-
gebraische Summenbildungsgesetz der elektrischen Groflen aufler Acht gelassen werden. Viel-
mehr miissen fiir die drei Richtungen des Raumes getrennte Differentialgleichungen formuliert
werden, deren Zusammenklang der Natur des algebraischen Summenbildungsgesetzes fiir
elektrische Grofien entsprechen muss.
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6 Hertzscher Dipol, Kritik zu den Ableitungen in [2]
Zitierte Textstellen sowie die Nummern der zitierten Formeln sind grau hinterlegt

Die Kritik ist an dem Lehrbuch von KUPFMULLER / KOHN , Theoretische Elektrotechnik
und Elektronik“, 14./15. Auflage, festgemacht. Die zitierten Stellen sind auf den Seiten 508
ff. nachzulesen. In dem Umfange, wie konkrete Textstellen unmittelbar angesprochen werden,
sind sie nachfolgend wiedergegeben und als Zitate gekennzeichnet. Der Einblick in die Ge-
samtheit der kritisierten Ableitungen nach [2] kann dadurch allerdings nicht ersetzt werden.
der Literaturhinweise sind in Abschnitt 11 enthalten.) Die kritisierte Ableitung
ist in der 18. Ausgabe dieses Lehrbuches [4] gestrichen worden. Die historische Aufarbeitung
ist gleichwohl angezeigt, um diesem prominenten Thema und dem traditionellen Anspruch
dieses Lehrbuches gerecht zu werden.

1.
rotﬁ = waOE (2)

rotE = —jwuoﬁ ( 3 )

Die Feldgleichungen in der Grundform nach (/2 ) und (/3 ) gelten nur fiir den Spezialfall
der gleichformigen Feldausbreitung. Sie diirfen keinesfalls als mathematisches Univer-
salwerkzeug missverstanden werden, das unabhéngig von den Strukturmerkmalen der
betrachteten Feldausbreitung verwendet werden kann. Jede rdumliche Struktur, z.B.
gleichférmig ohne definierte Quelle, sich aufspreizend wie beim Dipol oder auch die
rotierende Form wie im Lichtstrahl [6], verlangt ihre spezifische Ausprigung im mathe-
matischen Ansatz. So sind die Feldgleichungen in der Grundform nach ((2) und (3 ) fiir
das Problem des HERTZschen Dipols mit seiner sich auffichernden Feldausbreitung der
ungeeignete und unrichtige Ansatz! Alle folgenden Ableitungen wie insbesondere der
Umweg iiber das magnetische Vektorpotential V fithren in die Irre. Trotzdem wird der
weitere Weg kritisch begleitet, um darzulegen, welche weiteren Fehler begangen werden,
um den grundsétzlichen Fehler beim Ansatz zu ,heilen“ und mindestens in eine gewisse
Né&he des richtigen Ergebnisses zu gelangen, wenn auch dem kritischen Betrachter die
Unplausibilitdten ins Auge springen. An einen Merksatz, der bereits den Anfingern fiir
das Losen von Gleichungen an die Hand gegeben wird und auch beim Fortschreiten zur
hoheren Mathematik kein Quéntchen an Aktualitdt verliert, muss an dieser Stelle nach-
driicklich erinnert werden: , Traue keiner Ldsung einer Gleichung, von deren Richtigkeit
du dich nicht durch Finsetzen in die Ausgangsbeziehung tberzeugt hast. “

Begriindende Erkldrung zu 1.

In (2 ) ist die elektrische Feldstirke E und damit auch rot H eine proportionale Griofie
zur Verschiebungsdichte D beziehungsweise Stromdichte J . Deshalb korrespondiert ((2)
mit dem Durchflutungssatz in der sogenannten Differentialform

=

rotﬁzl.

Freilich tritt uns der Durchflutungssatz hier in dem f a | s ¢ h e n Gewande der
vektoriellen Darstellung gegentiber. Die vektorielle Aufspaltung aller elektrischen Feld-
grofien wie Stromdichte, elektrische Verschiebungsdichte sowie elektrische und magneti-
sche Feldstirke steht ndmlich in unaufloslichem Widerspruch zum 1. KIRCHHOFFschen
Lehrsatz, der fir Aufteilung beziehungsweise Vereinigung von Stromen die algebrai-
sche Gesetzmdfigkeit postuliert. Der 1. KIRCHHOFFsche Lehrsatz ist ein universelles
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Naturgesetz und seine algebraische Summenbildung wird auch in einer differentiell klei-
nen Raumeinheit nicht aufler Kraft gesetzt. Der immanente Widerspruch zur vekto-
riellen Betrachtungsweise wird bei einer gleichformige Feldausbreitung nicht auf die
Probe gestellt, er bleibt latent. Werden aber die engen Grenzen des trivialen Falls der
gleichformigen Ausbreitung tberschritten, tritt die kategorische Forderung nach der al-
gebraischen Summenbildung des 1. KIRCHHOFFschen Lehrsatzes voll in Erscheinung.
Dies gilt nun speziell fiir das zu untersuchende Problem der Elementarform der elek-
tromagnetischen Welle beim HERTZschen Dipol. Auf den Punkt gebracht: Soll mit den
Feldgleichungen mehr als nur ein Spezialfall abgebildet werden, fihrt auch fir MAX-
WELL kein Weg vorbei an KIRCHHOFF.

An dieser grundsdtzlichen Aussage ist nicht zu ritteln, auch wenn der geschilderte Fehler in allen Lehrbiichern
quast zum Standard erhoben wird und schon bei der Definition des ,Alphabets der theoretischen Elektrotechnik “
ganz weit vorne im Lehrbuch einfliefft. So wird zu diesem Thema auch bet KUPFMULLER / KOHN nicht konsequent
vorgegangen: Im 1. Kapitel unter Punkt 6. ,Die Grundgesetze des stationdren Stromungsfeldes“ (Seite 59)
wird der 1. KIRCHHOFFsche Lehrsatz korrekt zitiert und die algebraische Aufteilung ausgedeutet. (Zitat des
ersten Satzes unter Punkt 6: ,Die Stromverteilung wird bet rdumlicher Ausbreitung durch die gleichen Gesetze
bestimmt wie in Widerstandsnetzen. “) Im Kontrast hierzu hat sich aber bereits auf Seite 56 unter Punkt 5.,
Abb.5.5 , Vektordarstellung der Stromung“, die vektorielle Aufteilung der Stromdichte eingeschlichen. Dieser

Gedankenfehler bleibt iber weite Strecken unauffdllig, hat aber tatsdchlich weit reichende Folgen.

E:rotﬁ (4)

Es ist vollig iiberfliissig, auf das magnetische Vektorpotential V auszuweichen, weil es
nach (13 ) und (4 ) lediglich eine proportionale Grofle zu E ist:

I<u
lesht

—jwho’
Deshalb sollte es in (14 ) zweckméiBig heifien:

- 1 0’E
AFE = 2 e
Und natiirlich zeichnet sich auch klar ab, dass man es bis hierher mit einer willkiirlichen
Einengung des Ansatzes auf die einfachste Form der Feldausbreitung, nédmlich die
gleichférmige Feldausbreitung, zu tun hat. Das magnetische Vektorpotential trigt im
Zusammenhang mit dem HERTZschen Dipol nur zu einer Vernebelung der Problematik
bei.

Begriindende Erklirung zu 2.

Nach (2) und (8 ) ist zwingend
E = E(H) eine Funktion von H und umgekehrt

H = H(E) eine Funktion von E .

Wird nach (4 )

H = rotV als Funktion des Vektorpotentials dargestellt, so stellt die erweiterte Bezie-
hung

H =rot(V + jwluo - grad )

eine mathematisch gleichwertige Beziehung dar, wobei ¢ ein beliebiges skalares Feld ist.
Welches skalare Feld ¢ man auch wihlt, die Werte von H und E(ﬁ) sind davon un-
abhdngig. Das Feld ¢ ist damit als physikalisch irrelevante Grifie identifiziert.

grad ¢ zu einer kiinstlichen Fichung von 1% heranzuziehen, ist theoretisch méglich, eine

physikalisch sinnvolle Aussage fiir grad ¢ # 0 aber nicht ersichtlich.
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3.
rot(E + jwpoV) = 0 (5)
Aus .
- )
V=—
—JWHo

erkennt man sofort, dass (/5 ) eine sinnlose Variante des Typs:
rot(E — E) =0

darstellt. Sinnlose Formen sind folgerichtig auch die Gleichungen (16 ) bis (110 ) sowie
(127 ), weil sich fiir grad ¢ , ¢ , divV und graddiVE jeweils der triviale Wert = 0 ergibt!
Fiir eine korrekte Berechnung von divV liegt dabei eine Besonderheit vor. Hier besteht
keine Dispositionsfreiheit, wahlweise im Sinne partiellen Differenzierens nach Zeit und
Weg zu unterscheiden. In dem differentiellen Hiillenintegral miissen aus physikalischen
Griinden immer beide Einflussgréfien beriicksichtigt werden, um den skalaren Wert von
div V fiir einen Raumpunkt zu berechnen. Da aber der Weg R (Ortsvektor in Ausbrei-
tungsrichtung) und die Zeit ¢ bei der Wellenausbreitung nach ((2) bis einschlieflich

(14 ) entsprechend
V:%-sin [w (t—{—R)}
c

bei der Bildung des Hiillenintegrals in zwingender gegenseitiger Abhéngigkeit stehen
entsprechend

R
t + — = konst.
c

wird auch der Differentialquotient

divV = 36R Vo - sin(konst.)| = 0

zu Null. Dies steht im Einklang mit den sogenannten Kontinuitdtsgleichungen. Die
mathematischen Werkzeuge der Vektoranalysis diirfen also nicht ,,blind“ gehandhabt
werden, sondern im Einklang mit dem physikalischen Hintergrund. Wahrend bei divV
beziehungsweise div E der in Ansatz gebrachte Durchflutungssatz unter den Bedingun-
gen der Elektrodynamik die Beriicksichtigung der gegenseitigen Abhéngigkeit von Zeit
und Weg erfordert, unterliegt die Anwendung des LAPLACE-Operators auf den Vektor )%
oder E anderen Voraussetzungen: Mit AV wird mathematisch lediglich die Kriimmung
der sich ausbreitenden Welle berechnet. Dabei muss alternativ die Zeit ,festgehalten*
(Zeitpunkt) und partiell nach dem Weg abgeleitet werden oder umgekehrt der Weg
wfestgehalten* (Raumpunkt) und partiell nach der Zeit abgeleitet werden. Man gelangt
zu identischen Ergebnissen fiir beide Alternativen. Nicht zu vergessen ist bei dieser
Welle allerdings, dass ihr Ausgangspunkt wie gesagt die willkiirliche Einengung auf den
Spezialfall der gleichférmigen Ausbreitung ist.

4. Die magnetischen Feldlinien sind aus Symmetriegriinden Kreise, deren Mittelpunkte

auf der z-Achse liegen. Es muss daher der Vektor z parallel zur z-Achse gerichtet
sein (Zitat Seite 508 unten).
Dass der Vektor V. , der wie gesagt eine zu E proportionale Grofle darstellt, unter

den Bedingungen des HERTZschen Dipols parallel zur z-Achse gerichtet sei, ist schlicht
unrichtig, als Annahme unbewiesen und unbeweisbar.
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1 d [ 4,dV,) 1d%(rV,) w?
2d< dr)—r i et (251
Auch wenn an dieser Stelle unmotiviert auf Kugelkoordinaten iibergegangen wird, darf
keinesfalls bei dem Umgang mit dem LAPLACE-Operator der durch die Kriimmung der
Koordinaten bedingte Vektor K , wie er in G1.(126.10 ) auf Seite 307 des gleichen Lehr-
buches dargestellt ist, vernachlissigt werden. Diese Vernachlidssigung verfilscht (115 )
zusétzlich.

=S (8)

r

<

Wenn spéter ab Gleichung (127 ) der Versuch unternommen wird, aus dieser Beziehung

A

cwr
= —6_-]7

r

<

Z

ein annihernd , brauchbares“ Ergebnis zu destillieren, darf man nicht aus dem Auge
verlieren, dass bereits dieses Zwischenergebnis auf mehreren handfesten Fehlern beruht.

dr a a

da = V2t v

Hier liegt ein elementarer Fehler beim Differenzieren vor, denn der Parameter z =
z(a) als (proportional) von a abhingige GroBe (siehe Abb. 44.1 in [2]), kann beim
Differenzieren nicht wie eine Konstante behandelt werden. Man erzielt durch diesen
Fehler den Kehrwert des richtigen Wertes.

(21)

Begriindende Erkldrung zu 7.

Die Physik bestimmt die dazu passende Mathematik! Das von einem Dipol ausgehen-
de Feld breitet sich strahlenformig nach allen Richtungen des Raumes aus. Physikalisch
vorgegeben ist demgemdfs also die geradlinige Fortpflanzung auf einem beliebigen Strahl,
wie er in Abb. 44.1 beispielhaft durch den Winkel § definiert ist. Fir jeden Raumpunkt
dieses Strahls mit dem Ortsvektor r gilt:

an  Gpy1  Gpy1—ap  Aa  da

sing = — = = = — = —,
Tn Tnitl T+l — Tn Ar dr

Fiir den Differentialquotienten g—; gilt demgemdayjs:

dr r

da  a
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. _ov, oV, or 20V,
divV, = dz  Or 0z r 0z (28)

Hier wird analog 7. erneut auf der Basis falschen Differenzierens operiert. Was man
aus einer Grofle graddivV, die auf der Basis der Feldgleichungen nach ((2) und (13)
unabweisbar

graddivﬁ =0.

gesetzt werden muss, in der Folge alles an , Ergebnissen“ herausgeholt werden kann,
wenn die mathematischen Regeln mehrfach gezielt manipuliert worden sind, ist mehr
oder weniger ein Spiel von Versuch und Irrtum.

E,.=FE, cosd+ E,sind (37)
Es;=—E,sind + E,cosd (38)

Die vektorielle Aufteilung ist, wie mehrfach ausgefiihrt, unzuléssig.

10.
2A cos b wr wr
g, = A () jery e 1
B, == (LTI )e (140)
A i 6 2 P wr
g, — Asind [Hj“”"—("”") } (at)
Jjweor c c

Da in (40) und (41) die Kreisfrequenz auf Grund der fehlerhaften Ableitung im
Nenner auftaucht, entarten deren Ergebnisse fiir w — 0 nach Unendlich: E,., E5 — oo.
Weshalb sie angeblich laut nachfolgender Textstelle fiir w — 0 in Gleichung (143.39 )
beziehungsweise (43.40 ) iibergehen sollen, ist allein deshalb (aber nicht nur deshalb)
nicht nachvollziehbar. Zu (43.39 ) und (43.40 ) ist nachfolgend unter Abschnitt 7.
Naheres ausgefiihrt.

7 Feldbetrachtung zur frei fliegenden elektrischen Ladung

Die Nummern zitierter Formeln und Bilder aus [2] sind auch in diesem Abschnitt grau

hinterlegt.

Der Hinweis in [2] auf die Beziehungen (143.39 ) und (43.40 ) und deren Verwandtschaft
mit dem Thema ,, HERTZscher Dipol“ erregt nach allem bisher Dargelegten hinreichend Ver-
dacht, dass auch hierbei dem 1. KIRCHHOFFschen Gesetz nicht Rechnung getragen wird und
abseits des korrekten Weges ,, Ersatzlosungen “ gesucht werden. Die angesprochenen Beziehun-
gen (143.39 ) und (143.40 ) sind den Feldbetrachtungen in der Umgebung einer mit konstanter
Geschwindigkeit frei fliegenden Ladung gewidmet [3]. des Literaturhinweise
sind in Abschnitt 11 enthalten.) Diese Feldbetrachtungen sind ein prignantes Beispiel, wie
im Zusammenspiel mehrerer Fehler ein scheinbar stimmiges Ergebnis erzielt werden kann,
im vorliegenden Fall quasi als Nebeneffekt der Versuch einer physikalischen Begriindung der
AMPEREschen Formel. Der ,,Erfolg“ beruht aber tatséichlich auf folgendem ,, wohl abgestimm-
ten“ Fehlertripel:

1. Fehlerhafte Unterstellung des vektoriellen Bildungsgesetzes fiir die elektrische Feldstérke
E und die Stromdichte J . Beispiel: £, = E'-cosa , B, = E -sina . Richtig muss es fiir die
bewegte Ladung aber heifien: E, = E - cos®a | E,=FE- sin?a .
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2. Fehler beim Differenzieren (Siehe auch nachstehende Abbildung [7)):
In jedem Moment sind die Lini-
en gleichen Potentials Kreise um
den aktuellen Standort der La-
dung. Fiir die Ermittlung einer
von der Geschwindigkeit der Ladung
abhéngigen Feldstarke als Potential-
differenz ist beim Differenzieren das
Fortschreiten auf dem radialen Orts-
vektor r mafigebend. Soll nun aber
in Richtung der x - Komponente, die
gegen den Ortsvektor r den Win-
kel a einnimmt, differenziert werden,
muss das von Winkel a abhéngige
Verhiltnis cosa = 7 in die Be-
rechnung einfliefen. Zu differenzie-
ren ist gleichwohl die resultierende
Feldstérke F . Dass das Differenzie-
ren der elektrischen Feldstéirke der
Ermittlung der von der Geschwin-
digkeit der Ladung abhéngigen Ver- Abbildung 7: Frei fliegende elektrische Ladung
schiebungsstromdichte J dient, sei

der Vollstédndigkeit halber erwéhnt.

3. Fehler bei der Ermittlung der magnetischen Feldstdrke H mit Hilfe des Durchflutungssat-
zes. Die in ((43.42 ) angegebene Integration beschrinkt sich auf J, , also nur eine Komponente
der Stromdichte J. Dass die andere Komponente .J, ebenfalls ihren Anteil zur magnetischen
Feldstirke H beitrdgt, wird vollig aufler Acht gelassen.

Die korrekte Ableitung ergibt sich wie folgt: Im Umfeld einer Ladung folgt die elektrische
Feldstérke folgender Gesetzméafigkeit:
Q Q 1

pu— pu— . . 7-1
Areg - 12 4meg a2+ y? (7.1)

Die Linien gleichen Potentials sind Kreise mit der Ladung im Mittelpunkt. Die Ladung @
bewegt sich geradlinig auf der x -Achse mit konstanter Geschwindigkeit v . Die Potentialdif-
ferenz fiir das Wegelement dz entspricht dem Skalarprodukt

FE -cosa-dx.

Fiir die Richtigkeit dieses Zwischenergebnisses geniigt es, wenn allein dem Wegelement echte
Vektoreigenschaft zukommt. Die Bewegung der Ladung auf ihrer Flugbahn um dx entspricht
also einer Anderung der elektrischen Feldstirke um

0
dE = a—x(E -cosa) - dx. (7.2)
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Es muss beim Differenzieren stets die resultierende Feldstirke E betrachtet werden, denn z-
und y-Komponente sind fiir jeden Ortpunkt stets in fester gegenseitiger Zuordnung und nur
die Resultierende bestimmt die Potentialdifferenz. Die gedankliche Einbeziehung der dritten
Dimension im Raume erfordert lediglich die Substitution von y durch \/y% + 22 . Die spéter
angesprochenen Geraden mit y = 4xv/2 als Scheidelinien gehen dann in Kegelméntel der
Beziehung /42 + 22 = 4x+/2 iiber. (Wenn in [3] unzulissigerweise separat nach z- und y-
Komponente differenziert wird, stellt sich die Frage, weshalb dann die dritte Dimension nicht
betrachtet worden ist.)
Die von der Geschwindigkeit v = ‘é—f abhéngige Verschiebungsstromdichte J ergibt sich daraus
mit:

dE dE

J:—eo-ﬁz—aov .

Der gesamte Raum mit der Ladung im Mittelpunkt wird gedanklich in 2 Halbrdume auf-
geteilt, deren Trennebene durch die y-Achse geht und senkrecht auf der x-Achse steht. Fiir
den positiven Halbraum mit x > 0 kommt in dem negativen Vorzeichen der rechten Glei-
chungsseite von (7.3) zum Ausdruck, dass zwar die elektrische Feldstéirke lings der z-Achse,
also in Richtung von v abnimmt, aber bezogen auf einen festen Ortpunkt auf Grund der
mit Geschwindigkeit v herannahenden Ladung im Zeitintervall dt = %’” zunimmt und da-
mit die Richtung von J, projiziert auf die z-Achse, mit der Richtung von v iibereinstimmt.
Fiir den negativen Halbraum mit x < 0 gelten fiir einen Ortpunkt genau die umgekehrten
Verhiltnisse: Die elektrische Feldstérke nimmt in Richtung von v zu und die Ladung entfernt
sich. Deshalb errechnet sich fiir positiven wie negativen Halbraum in gleicher Weise aus (7.3)
mit (7.2) und (7.1):

J=—eov- (B cosa) = —equ- 2. O (L 2y Qu o o«
R0 o -0 deg Ox \x2+y2 r) 4w Ox (x2—|—y2)% '

Schlielich ergibt sich durch Differenzieren:

(7.3)

2,2
J = Qu 2957_3/ (7.4)
4 (22 4+ y2)2

Also genau die Funktion, die in [3] in fehlerhafter Weise allein der z-Komponente zugeordnet
wird, entspricht in Wirklichkeit dem resultierenden Wert der von v abhéingigen Verschiebungs-
stromdichte J. J ist fiir jeden Standort der Flughbahn der Ladung immer nur radial mit Bezug
auf die Ladung gerichtet. Es gibt also keine geschlossenen Feldlinien der Stromdichte im Um-
feld einer mit konstanter Geschwindigkeit fliegenden Ladung, wie es in fehlerhafter Weise aus
Abb. 43.8 in [3] hervorgeht. Gébe es die in Abb. 43.8 dargestellten Wirbelstrome, hétte
das natiirlich weitergehende Implikationen, die dann nicht einfach schweigend iibergangen
werden diirften. Da wir die Geschwindigkeit v als duflerst gering gegeniiber der Lichtge-
schwindigkeit annehmen, sind die durch v ausgelosten Verschiebungsstromdichten immer nur
iiberlagerte Effekte, deren Richtung durch die normalen radial gerichteten Feldlinienbahnen
der ,,ruhenden“ Ladung vorgezeichnet sind. Natiirlich ist dieser iiberlagerte Effekt gleichwohl
ortsabhéngig, also abhingig vom jeweiligen Abstand des betrachteten Ortes gegeniiber der
Ladung und dessen Winkel gegen die x-Achse. Die Geraden

y=+V2,

stellen Scheidelinien dar. Im positiven Halbraum stromt in Flugrichtung vor der Scheidelinie
J von der Ladung weg, in Flugrichtung hinter der Scheidelinie strémt J auf die Ladung
zu. Im negativen Halbraum sind die Verhéltnisse genau umgekehrt. Der Durchflutungssatz,
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angewandt auf J, also wohlgemerkt z- und y-Komponente von J einbezichend, die ja beide
senkrecht zur magnetischen Feldstdrke H verlaufen, fithrt zu folgender Gleichung:

Y

27ry'H:/J-27T-dy (7.5)
0

Dass auch die y-Komponente von J einen Beitrag zur magnetischen Feldstirke leistet, ist
zunéchst einsichtig. Allerdings muss hierbei der Durchflutungssatz auf den Strom bezie-
hungsweise die zugehorige magnetische Feldstédrke in einer geometrischen Konstellation an-
gewandt werden, die vom vertrauten ,,Normalfall“ abweicht. Wihrend die kreisférmige Linie
des Linienintegrals der magnetischen Feldstéirke im ,,Normalfall“ den zugehorigen Strom in
seiner radialen Ausdehnung umschlingt und eingrenzt, wird der zur radial verlaufenden y-
Komponente der Stromdichte gehdrige Strom in seiner Stromungsbahn in Stréomungsrichtung
durch die Kreislinie mit Radius y begrenzt, iiber die das Linienintegral der magnetischen
Feldstérke gebildet wird. Beide betrachteten Anwendungsfille haben aber das entscheidende
Merkmal gemeinsam: Stromdichte und magnetische Feldstirke verlaufen senkrecht zueinan-
der. Mafigebender Querschnitt, fiir den der Stromdurchsatz durch Integration ermittelt wird,
ist die Kreisfliche mit dem Radius y, die senkrecht zur x-Achse steht und deren Mittel-
punkt in die z-Achse fillt. - und y-Komponente der Stromdichte werden {iber die gleiche
senkrecht auf der x-Achse stehende Kreisfldche integriert. Die Berechtigung dieser Vorgehens-
weise erkennt man, wenn man beriicksichtigt, dass der Durchflutungssatz unabhéingig davon
gilt, unter welchem Schnittwinkel ein Strom die durch das Linienintegral der magnetischen
Feldstéarke festgelegte Fliache durchstromt, in unserem konkreten Fall also die Kreisfliche mit
dem Radius y, die senkrecht zur z-Achse steht und deren Mittelpunkt in die z-Achse fallt.
In dieser Sicht der Dinge ist die y-Komponente von J lediglich der Grenzfall, bei dem der
Winkel der Stromdichte gegen die durchstromte Kreisfliche auf Null geschrumpft ist.
Integriert wird fiir einen diskreten Wert von x, wiahrend y die Integrationsvariable darstellt.
Die Integration bedeutet algebraische Addition differentiell kleiner ringférmiger Teilstrome.
Das ist an sich nichts Ungewdhnliches. Dagegen tritt in prédgnanter Form die Besonderheit
in Erscheinung, dass jedem dieser differentiellen Teilstréme eine andere Richtung im Raum
zukommt abhéngig vom Verhéltnis von x zu y beziehungsweise vom Winkel . Unter diesen
Voraussetzungen ergibt sich mit (7.4) eingesetzt in (7.5) nach Integration:

Qu Y Qu sina
H=—"— —p="—
4 (22 4 y2)2 47 r

(7.6)

Diese Form entspricht der Gesetzméfligkeit fiir die magnetische Feldstdrke nach B1oT und
SAVART sowie AMPERE. Die mit gleichférmiger Geschwindigkeit fliegende Ladung ist der
aperiodische Sonderfall, bei dem in Flugrichtung vor der Ladung ein magnetisches Feld auf-
gebaut wird und hierzu der entsprechende Widerstand tiberwunden werden muss. Der Abbau
des magnetischen Feldes hinter der Ladung und damit die der Ladung vermittelte Schubkraft
ist das genaue Spiegelbild des fiir den Aufbau geschilderten Vorgangs. Der Gesamtprozess
ist durch Gleichgewicht gekennzeichnet. Ein Abbremsen der Ladung und elektromagnetische
Energieabgabe an das Umfeld findet nicht statt! (Die Abwesenheit eines Fremdfeldes wird un-
terstellt.) Nachdem nun die elektromagnetischen Verhéltnisse im Umfeld einer mit konstanter
Geschwindigkeit v fliegenden elektrischen Ladung aufgeklirt sind, ldsst sich in eleganter Wei-
se der Ubergang zu der Alternative der schwingenden Ladung entsprechend dem HERTZschen
Dipol herstellen.

Zwischen dem Produkt [ -1 in der nachfolgend unter Punkt 8.1 in (8.23) abgeleiteten Bezie-
hung und @ - v in (7.6) gilt die einfache Beziehung:

I1-1=Q-v.
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Dies gilt, weil fiir [ = Al eine sehr kleine Ausdehnung angenommen wird und v sich aus

A
N
ergibt. Damit ist:
Al
I-Al=Q —
@ At
oder 0
I=—.
At

Aus dieser Form erkennen wir die korrekte Verkniipfung von Strom und bewegter Ladung. Die
von der Bewegung einer Ladung ausgeltste magnetische Feldstérke folgt prinzipiell immer der
gleichen, der AMPEREschen Formel entsprechenden GesetzméBigkeit. Bei einer sinusférmig
schwingenden Ladung kommt diese Wirkung in analog schwingender Form zur Geltung, wobei
lediglich zusétzlich eine zeitliche Verzogerung auftritt. Diese Verzogerung entspricht dem mit
Lichtgeschwindigkeit zuriickgelegten Laufweg zwischen Ladung und betrachtetem Ort. Unter
diesen Vorgaben stimmen die Formel (8.23) fiir den HERTZschen Dipol und Formel (7.6) fiir
die gleichférmige Bewegung der Ladung ideal iiberein. (Die unterschiedliche Bezeichnung R
beziehungsweise r fiir den fiir beide Fille identischen Ortsvektor ist natiirlich physikalisch oh-
ne Bedeutung. Lediglich unterschiedliche Bezeichnungen liegen auch fiir H, = H und § = a
vor.)

Die nach der sinus-Funktion schwingende magnetische Feldstédrke ist nun aber zwingend mit
der senkrecht zu ihr verlaufenden elektrischen Feldstirke E entsprechend (8.20) in diesem
Aufsatz verbunden. Weitere Einzelheiten sind den Ableitungen unter Punkt 8.1 zu entneh-
men. Die Betrachtungen zu gleichférmig sich bewegender elektrischer Ladung einerseits und
schwingender Ladung andererseits geben aber auch noch Anlass, sich kritisch mit speziellen
Behauptungen zu elektromagnetischen Gesetzméfigkeiten in Lehrbiichern auseinanderzuset-
zen, und zwar im Hinblick auf die Vermittlung von Grundwissen zur Kernphysik. So heif3t es
irrefithrend in [5]: ,,Aus der Elektrizitdtslehre wissen wir, dass gleichférmig bewegte Elektro-
nen in ihrer Umgebung ein konstantes Magnetfeld erzeugen, wie wir dies vom Gleichstrom
her kennen; ferner wissen wir, dass ungleichférmig bewegte Elektronen, ebenso wie z. B. ein
Wechselstrom, in ihrer Umgebung ein veréinderliches Magnetfeld hervorbringen, das in seiner
Umgebung ein weiteres verdnderliches elektrisches Feld schafft usw. (S. 625). Diese Felder
breiten sich im Raum aus. Da aber elektrische und magnetische Felder Energie enthalten,
miisste jedes den Kern umkreisende Elektron laufend Energie verlieren, so dass es sich auf
spiralformigen Bahnen um den Kern bewegt und schliefflich in diesen hineinfillt (Abb.747.2).
Tatséchlich aber entsprechen die elektromagnetischen Verhéltnisse im Umfeld eines Elektrons,
das einen Atomkern umkreist, in weitgehender Ubereinstimmung dem, was fiir die mit kon-
stanter Geschwindigkeit fliegende Ladung dargelegt wurde. Trotz gekriimmter Umlaufbahn
gilt, dass auch hier ein charakteristischer Prozess permanenten Gleichgewichts ablauft. Was
in Flugrichtung vor dem Elektron an Energie in den Raum investiert und an Widerstand
iiberwunden werden muss, wird hinter dem Elektron ,in gleicher Miinze zuriickgezahlt*, so
dass der resultierende Widerstand zu Null wird. Energieverlust findet nicht statt.

Fiir das Abgeben von elektromagnetischer Energie muss ein Ladungstriger zwingend einen
mit dem Quantensprung korrespondierenden Potentialsprung im Mikrokosmos erfahren. Die-
ser Potentialsprung ist abhingig von duflerer Anregung. Solange ein Elektron bei seinem
Umlauf um den Atomkern keinen Wechsel des Energieniveaus durch Springen in eine an-
dere Umlaufbahn oder Elektronenschale erfihrt, wire es gegen die elektromagnetische Ge-
setzméiBigkeit, dass in irgendeiner Form Energie abgegeben oder aufgenommen wird. Wech-
selspannung an einer Antenne bedeutet dagegen im Kontrast hierzu gezielte Anregung zum
Potentialsprung im Leitungsband.
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Nach den bekannten Gesetzen des Elektromagnetismus muss also im Atom weder das Aus-
bremsen des Elektrons noch sein Absturz in den Kern befiirchtet werden. Dass diese schlich-
te Aussage zunichst auf dem Idealfall des autarken, unbeeinflussten Atoms fufit, mindert
nicht die Aussagekraft dieser prinzipiellen Feststellung. Dass so ein Elektron in seiner Atom-
heimat aber auch unter dem Druck der Nachbaratome und —elektronen iiberlebensfihig
bleibt, dazu bedarf es aber ebenfalls keiner Verabschiedung von den elektromagnetischen
GesetzméafBigkeiten. Die im Mikrokosmos in den Vordergrund des Interesses tretende Quan-
tisierung der Energie darf dabei nicht als Gegensatz zu diesen GesetzméBligkeiten gewertet
werden, sondern als deren fundamental wichtiger Teil. Es ist also nicht zu befiirchten, dass
die elektromagnetischen Gesetzméfigkeiten beim geistigen Vordringen in den Mikrokosmos
frithzeitig ihre Giiltigkeit verlieren. Deswegen ist auch die Absorption beziehungsweise Emissi-
on elektromagnetischer Strahlung keinesfalls als mit den ,,normalen “ elektromagnetischen Ge-
setzméfigkeiten unvereinbarer Prozess zu betrachten. Vielmehr ist mit dem Quantensprung
ja ein Wechsel der Umlaufbahn und der —geschwindigkeit des Elektrons verbunden. Der Ver-
lauf dieses ,,Sprungs“ ist zwar weder beobachtbar noch messbar. Wir diirfen uns von der
einprégsamen Begriffswahl , Sprung* aber nicht verleiten lassen, hier einen physikalischen
Vorgang abseits aller elektromagnetischen GesetzméfBigkeiten und quasi ohne Zeitbedarf an-
zunehmen. Zu einem Sprung gehort immer auch ein Schwung und das zum Wesen einer
Schwingung gehorige Anschwellen und Abklingen der Wirkung (wie beim Dipol). Im Mi-
krokosmos haben wir es zwar mit einem ,elektrischen Mechanismus® zu tun, in dem ein
permanenter Austausch von ,,Paketen® zwischen den ,,Akteuren“ stattfindet. Diese , Pake-
te“ reprisentieren Information und Energie im Verbund und lésen an den ,Stromkreisen “
entsprechende ,,Schaltungsédnderungen“ mehr oder weniger groflen Umfangs aus. Das elek-
tromagnetische Gesamtgebilde ist quasi stéindig in Umbau begriffen und der theoretische
Aufwand zur Abbildung dieses Prozesses steigt lawinenartig an. Im Mikrokosmos kénnen Ef-
fekte erkannt werden, die im Makrokosmos keine unmittelbar zuordenbare Wirkung auslésen.
Aber anzunehmen, dass umgekehrt elektromagnetischen Gesetzmafigkeiten, die aus unserer
makroskopischen Erfahrungswelt abgeleitet sind, kein geeignetes Instrument bei Beurteilung
von Vorgéngen im Mikrokosmos seien, besteht keine Ursache. Dass an der Nahtstelle zwi-
schen Makro- und Mikrokosmos keine Briiche im System physikalischer Naturgesetzlichkei-
ten zu erwarten sind, darauf deutet alles hin, was wir iiber den drahtlosen Informations-
/Energieaustausch wissen. Die in Abschnitt 8.3 aufgezeigte Feinstruktur elektromagnetischer
Strahlung ist dabei ein kompatibler Baustein, der in dieses Bild passt.
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8 Feldgleichungen und Feldausbreitung um eine Antenne

8.1 Hertzscher Dipol — Grundlagen und Ableitungen

Die Annahmen zum gewé#hlten Koordina-
tensystem sind der nebenstehenden Abbil-
dung [§zu entnehmen.

Die nachfolgend angesprochenen physikali-
schen Groéflen sind:

J.... Stromdichte a
E... Elektrische Feldstérke

H... Magnetische Feldstérke

€g... Elektrische Feldkonstante

to-.. Magnetische Feldkonstante

w..... Kreisfrequenz

Ce..... Lichtgeschwindigkeit
Abbildung 8: Zylinderkoordinaten
In ihrer allgemein iiblichen Form lauten die

Feldgleichungen im nicht leitfahigen Medi-
um, also im Freiraum:

a OF
tH=¢p  — 1
ro €0 (8.1)

S oH
tE = —ug- —. 8.2

Diese in die mathematische Formelsprache der Vektoranalysis eingebetteten partiellen Dif-
ferentialgleichungen sind durch das Strukturmerkmal einer gleichférmigen Fortpflanzung der
Strahlung im Raum gekennzeichnet, d.h., sie gelten nur unter der Voraussetzung dieses Struk-
turmerkmals. Zu 16sen ist aber das Problem der sich auffichernden Feldausbreitung im Um-
feld einer Antenne, in der eine punktférmige Ladung auf differentiell kleinem Weg zeitlich
sinusférmig schwingt (HERTZscher Dipol). Als erste grundsétzliche Aussage ist deshalb her-
vorzuheben, dass die Feldgleichungen nach (8.1) und (8.2) als Ansatz fiir das zu losende
Problem ungeeignet sind! Wohl aber kénnen sie als Ausgangspunkt dienen, um durch ziel-
gerichtete Modifikationen strukturadiquate Differentialgleichungen abzuleiten. Die Losung
dieser auf die 3 Dimensionen des Raumes und die Zeit abgestellten partiellen Differentialglei-
chungen nach (8.1) und (8.2) ist eine Funktion des Typs:

E:ﬂanzﬂmsmPG+fﬂ (8.3)

beziehungsweise

ﬁ_mma_mmﬂmPG+fﬂ (8.4)
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mit . .

E(R) = Fy- f(R),

H(R) = Ho - f(R).
Dabei steht R fiir den Ortsvektor in Ausbreitungsrichtung und damit stellvertretend fiir alle 3
Dimensionen des Raumes. Solange diese Voraussetzung erfiillt ist, ist die Abh#ngigkeit von der
Struktur auf die Funktionen F(R) und H(R) eingegrenzt und die folgenden, auf dieser Basis
abgeleiteten Beziehungen bis einschliefllich (8.22) sind unabhiingig von der Struktur, wobei
die Strukturmerkmale natiirlich nicht vernachléssigt werden, sondern implizit in E(R) und
H (R) beriicksichtigt sind. Der Einfachheit halber wird in der Folge, solange eine Aufspaltung
in die 3 Komponenten des Raumes unterbleibt, auf den (einen Vektor kennzeichnenden ) Pfeil
iiber dem Symbol von E und H verzichtet. In der vorliegenden Form nach (8.3) und (8.4) ist
der Zusammenhang zwischen dem rein raumabhéngigen Teil E(R) und H(R) einerseits und
dem frequenzabhéngigen Teil sin [w (t + g)] andererseits dargestellt. Nur auf der Basis dieses
Lisungsansatzes kann der riumliche Differentialquotient (rot H, rot E) raumdeckend mit dem

zeitlichen Differentialquotienten (eg - %—Jf, — Lo - %—If) iibereinstimmen, wenn von dem negativen

Vorzeichen von —pg - %—It{ zunéchst einmal abgesehen wird. Dabei gilt die Voraussetzung, dass
der Differentialquotient

oR

— o =

eine Konstante darstellt, die im Freiraum identisch mit der Lichtgeschwindigkeit c ist. Einer-

seits besteht also Proportionalitit zwischen zeitlicher Ableitung % und raumlicher Ableitung

% = —% , andererseits ist es markantes Merkmal, dass beim Ubergang von zeitlicher auf

rdumliche Ableitung und umgekehrt stets der Vorzeichenwechsel zu beachten ist. Nur auf der

Basis dieser Grundvoraussetzung weisen der Ortsvektor R und der Zeitpfeil gleichgerichtet

aus dem Ursprung der elektromagnetischen Strahlung in die Richtung der Feldausbreitung.

Damit ist .
/8t = ——. /8R
c

R
t+ — = konst.
c

Cc

oder

Deshalb ist es zuldssig, eine Ableitung nach der Zeit

0 0
durch eine Ableitung nach dem Weg
—c- 9 [E(R,1)] beziehungsweise —c- 9 [H(R,t)]

OR OR
zu substituieren. Beim zeitlichen oder raumlichen Differenzieren von F(R,t) und H(R,t) ist
zu unterscheiden zwischen dem von der Frequenz (also von der Schwingung) unabhéngigen,
nur von R abhingigen Teilglied E(R) beziehungsweise H(R) einerseits und dem frequenz-

abhingigen Teilglied
oo ()]
sin |w |+ —
c

andererseits. Das Teilglied E(R) beziehungsweise H (R) kann fiir sich getrennt raumlich abge-
leitet werden. Das frequenzabhéngige Teilglied sin [w (t + %)] wird dagegen bei dieser Auf-
trennung wegen der Bedingung: ¢ + % = konst. mathematisch wie ein konstantes Glied
behandelt. Mit der Beziehung

R
t+ — = konst.
c
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wird die feste Zuordnung von Raum und Zeit im Sinne eines Koordinatensystems festge-
legt. Als Konsequenz der geschilderten Auftrennung kann nun umgekehrt der frequenzun-
abhingige Teil wie ein konstantes Glied behandelt werden, dagegen der frequenzabhingige
Teil auf der Basis von t + % = konst. zeitlich oder rdumlich abgeleitet werden. Davon wird
in der Folge Gebrauch gemacht und so ergibt sich zunéchst:

OE(R,t) _  OE(R.t)
ot OR

OH(R.t) _ _ OH(R,1)
ot OR

Die komplexe Zahlenebene bietet die addquate Form der Abbildung elektromagnetischer
Wechselgroien nach Betrag und Phase. Deshalb ergeben sich aus (8.3) und (8.4) die gleich-
wertigen Beziehungen:

E =E(R,t) = E(R) - #(1%), (8.5)
H = H(R,t) = H(R) - (t+7) (8.6)

Die Feldgleichungen werden ebenfalls in die komplexe Schreibweise iiberfiihrt, wobei das
bereits angesprochene Vorzeichenproblem noch ungeltst bleibt:

rot H = jweok,

rot B = —jwpoH.
Dies entspricht noch streng der Originalform der Feldgleichungen nach (8.1) und (8.2).

Der physikalische Prozess der Feldausbrei-
tung ist in Abbildung [9] in der komplexen
Zahlenebene dargestellt. Dabei bildet sich be- rot H L
sonders anschaulich ab, aber, wie nachfolgend
gezeigt wird, durchaus in Ubereinstimmung E.
mit der abstrakten Formelsprache, dass die
Originalform der Feldgleichungen einen Vor-
zeichenfehler enthélt! Und zwar ist die elek- E v E
trische Feldstirke E in den beiden Feld- L= L
gleichungen nach der Originalform in einer ~ E > E
nicht iibereinstimmenden Bedeutung in , \ H J
Anspruch genommen. Die erste Feldgleichung E. ’ '

: - ¥ E
rot H = jwegE
hat den Durchflutungssatz fiir die differen-
tielle Raumeinheit zum Gegenstand und E
verlduft in der Ebene senkrecht zur Aus- Ee
breitungsrichtung. E entspricht dem auf rot (_E)I
die Langeneinheit bezogenen Spannungsab-
fall (nach Mafigabe des Wellenwiderstandes).
Die zweite Feldgleichung Abbildung 9: Zeigerdiagramm der Feldglei-
rot B = —jwuoH chungen
hat dagegen das Induktionsgesetz zum Ge-
genstand, aus dem bekanntlich nicht ein
Spannungsabfall hervorgeht, sondern die eingepriagte Spannung im Sinne einer Stromquel-
le, also (bezogen auf die Lidngeneinheit) nicht E, sondern —E!
Das Beispiel einer Gleichspannungsquelle, an die ein Belastungswiderstand angeschlossen ist,
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verdeutlicht die Verhéltnisse: Im Belastungswiderstand stimmt die Richtung von Strom und
Spannungsabfall iiberein, in der Stromquelle ist dagegen die ,eingeprigte“ Spannung der
Stromrichtung, also auch dem Spannungsabfall im Lastwiderstand entgegengesetzt, wie es
dem 2. KIRCHHOFFschen Lehrsatz entspricht.

Die Beseitigung dieses Vorzeichenfehlers fiithrt zu folgender Form der Feldgleichungen:

rot H = jweok,
rot(—E) = —jwuoH.
Daraus ergeben sich letztlich strukturgleiche Beziehungen fiir £ und H:
rot H = jweoE, (8.7)

rot £ = jwpoH. (8.8)

Unter den vorstehend angegebenen Voraussetzungen koénnen nun rot H und rot E als
rdumliche Differentialqotienten (Ableitung nach Parameter R in Ausbreitungsrichtung) dar-
gestellt und dann in zeitliche Ableitungen {iberfiithrt werden. Deshalb ergibt sich:

OH  OH Jjw

H=— — —H. .= =43] =1 F .
rOti aR at .c _ c jl Jwgoi7 (8 9)
OF OF Jw ) 1o .
tE=—"= = =B =j7 B = juuH. 8.10
rot& 8R atc 7 C J< €0 JWHolL ( )

Der ramliche Differentialquotient —‘?—EI = rot H beziehungsweise —g—g = rot £ ergibt sich

fiir den der Ableitung zugrundegelegten und vorstehend beschriebenen Spezialfall, dass der
Feldvektor vom Betrag H beziehungsweise E in die auf dem Ortsvektor R senkrecht stehende
Ebene fillt. Vektoriell kommt jedem der 3 Elemente

e OH beziehungsweise OF,

e OR und
° _g% = rot H beziehungsweise —‘g—g =rot E

eine definierte Richtung zu. Die 3 moéglichen Richtungen stehen im Sinne eines Koordinaten-
systems aufeinander senkrecht.

rot H und rot E werden in (8.9) und (8.10) aber insbesondere in zeitlicher Ableitung dar-
gestellt, projiziert auf die komplexe Zahlenebene bedeutet dies Multiplikation von H bezie-
hungsweise F mit j und Drehung des Zeigers gegen den Uhrzeigersinn. Radumliche Ableitung,
die spéter ab Gleichung (8.34) zur Anwendung kommt, bedeutet dagegen Multiplikation mit
—7 und Drehung im Uhrzeigersinn.

Aus (8.9) und (8.10) errechnet sich:

1 1
E:E-izﬂ-ﬂoczl.i (8'11)
gpc wWep
mit 1
— = poc = Zy, (8.12)
gncC
1
c= , (8.13)
Moo
Zo = . (8.14)
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¢ ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit, also die Lichtgeschwindigkeit, und Z; ist der Wellen-
widerstand. Weiterhin ergibt sich:

1 c? c
— = =2y — 8.15
weg wHo * — 0 w ( )
und umgeformt;:
1 c
= - —. 8.16
e £ TR0 (8.16)

Der spezifische induktive Widerstand, der aus den Feldgleichungen nach (8.15) hervorgeht
und mit dem spezifischen kapazitiven Widerstand korreliert, betrigt:

/ ¢
R, = jwpo - —-
Log, JWHo w2

Der spezifische kapazitive Leitwert betrigt:
Go' = jweo.
Der auf die einheitliche Basis der Wellenléinge A = = bezogene induktive Widerstand betrégt:
w
R, =R,/ == S —.
e ZaE JWHo w
Der kapazitive Leitwert auf dieser Bezugsbasis betrigt:
Go =G+ = = jwe
= - — = jweg - —.
=C — ZC w JwWeo w

Induktiver Widerstand R; und kapazitiver Widerstand G—lc sind betragsgleich und in der
komplexen Zahlenebene gegeneinander gerichtet:

1 1 ) c
=———F =Ry =—jwpno-

Qi(;  jweg - < w'
Die induktive Komponente der Feldstarke
. ? )
Ly :]WNO'E‘JZJ'EL
und die kapazitive Komponente der Feldstirke
1 J
Eo = S =——=-J R

- Jweg Qc/ -

sind deshalb ebenfalls betragsgleich und gegeneinander gerichtet.

Der physikalische Prozess der Feldausbreitung ist durch innige Verkopplung des induktiven
und des kapazitiven Elementes gekennzeichnet. Deshalb l6schen sich £; und E- in Abbil-
dung [9] nicht etwa wirkungslos gegenseitig aus, sondern rufen die in der komplexen Zahlene-

bene senkrecht zu E; und E gerichtete Feldstdrke E hervor mit dem Wert:

R’ c c
E—\/EL'EC—\/Gé/'J—\/ES'W'J—J'ZO'W- (8.17)

Zu einem identischen Ergebnis kommt man, wenn E; und Eo nach Abbildung [J) in je 2
betragsgleiche, senkrecht aufeinander stehende Komponenten £, und E;  beziehungsweise
Eqo, und Es_ zerlegt und die algebraische Summe

E = EL+ + ECJr (8'18)
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gebildet wird, deren Richtung mit der Senkrechten zu E; und E iibereinstimmt.
Allgemein harmoniert die komplexe Zahlenebene und das rédumliche Koordinatensystem,
wenn die mit dem Ortsvektor R vorgegebene Achse des Koordinatensystems der Richtung der
Feldausbreitung entspricht und mit der Achse der reellen Zahlen der komplexen Zahlenebene
unter Deckungsgleichheit der Nullpunkte zusammenf&llt. Jeder Zeiger in der komplexen Zah-
lenebene markiert einen Punkt mit reeller und imaginéirer Komponente. Die Projektion dieses
Punktes auf die Achse der reellen Zahlen bestimmt den aktuellen Funktionswert der Wech-
selgroBe nach Betrag und Vorzeichen. Unbeschadet dessen gilt aber bei der Zusammenfas-
sung von Wechselgroflen prioritdr das mafigebende physikalische Gesetz, also bei stromender
elektrischer Energie die algebraische Summenbildung nach dem 1. KIRCHHOFFschen Lehr-
satz. Raumlich steht die Feldstidrke E senkrecht auf der Richtung der Feldausbreitung. Die
rdumliche Gegenrichtung mit —F entspricht der zeitliche Gegenphase. Auch dieser Wert

-E=FE;, +FEq_ (8.19)

in Abbildung [J] ist physikalisch relevant. —E entspricht némlich der durch Induktion ein-
gepriigten Feldstirke, wie es in der Definition von rot(—FE) zum Ausdruck kommt. Diese
eingeprigte Feldstirke —F kompensiert die Feldstirke E, die zur Uberwindung des Wellen-
widerstandes Zy aufgebracht werden muss.

Weiterhin ergibt sich sowohl aus Gleichung (8.9) wie auch aus (8.10), jeweils in Verbindung
mit (8.11) und (8.12) die Proportionalitét von elektrischer und magnetischer Feldstirke zu:

E=H-Z,. (8.20)

Diese Form steht in direkter Analogie zum Ohmschen Gesetz. Durch Verkniipfung von (8.9)
mit (8.10) ergeben sich schlieBlich auch die ergénzenden Beziehungen:

rot E =rot H - Z (8.21)
und tE B

ot E

— ==l (8.22)

Bis hierher ist durchgehend ein Losungsweg beschritten worden, der konsequent auf Feld-
groflen abhebt, die exklusiv in die Ebene senkrecht zum Ortsvektor der Ausbreitungsrichtung
fallen. Das in (8.1) und (8.2) angelegte vektorielle Summenbildungsgesetz muss also an kei-
ner Stelle belastet, will heiflen: in uneingeschréinkter Form in Anspruch genommen werden.
Und dies aus gutem Grund, denn vektorielles Summenbildungsgesetz und 1. KIRCHHOFFscher
Lehrsatz sind nur fiir diesen Spezialfall vereinbar. Jetzt ist der entscheidende Punkt der Ab-
leitung erreicht, an dem die bis hierher unterstellte Beschrankung auf den Spezialfall der
gleichférmigen Fortpflanzung der Strahlung im Raum verlassen werden kann. Freilich sind
mit der gewédhlten Form der Ableitung bereits in idealer Weise die Voraussetzungen fiir die
weitere mathematische Operation geschaffen, die das bereits Abgeleitete nicht hinféllig macht,
sondern hinsichtlich der Abhéngigkeit vom Ortsvektor R erweitert. Die fiir den HERTZschen
Dipol mafigebenden Beziehungen fiir die Feldausbreitung haben wir aber am Beispiel des frei
fliegenden Elektrons schon aufgezeigt, und wir kénnen unmittelbar auf die Beziehung (7.6)

Qv sina

_I~l sin «
A7 r2  4dx 2

zuriichgreifen. Die Anpassung der Parameter verlangt:
H— ’ﬁ(R)‘:Ha, a—d und r— R
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Mit den angepassten Parametern ergeben sich schliellich fiir den Antennenstrom I, der sich
geradlinig auf der sehr kleinen Wegstrecke [ flieft, folgende Beziehungen:

I-1-sind . R
Ha = TRQ - SIn |:LL) <t + C>:| s (823)
I-1-Zy-sind . R
ERL = W - S1n |:W (t + C>:| s (824)
E, = Eg, - cos?4, (8.25)
E., = Ep, -sin?4. (8.26)

ﬁa steht auf Ortsvektor R, und ER | steht senkrecht auf Ortsvektor R und ﬁa . Natiirlich
ergibt sich das gleiche Ergebnis, wenn bei dieser Definition die Rollen von H, und ER n
getauscht werden. Die konsequente physikalische Ausdeutung geht aber noch weiter und
kann sich nicht allein auf die Ebene senkrecht zur Ausbreitungsrichtung beschrianken, in
der nach elektrischer Feldstérke ER 1 und magnetischer Feldstérke FLX unterschieden wird,
deren Richtungen zueinander senkrecht stehen. Vielmehr ist jeder dieser beiden Gréfien der
jeweils gleich grofie Partner ER beziehungsweise H R zuzuordnen. ER und H r haben gleiche
Richtung, weisen in Ausbreitungsrichtung und stehen somit sowohl senkrecht auf ER, wie
auch auf H, . Das Produkt ihrer Betréage ist identisch mit dem Betrag des POYNTINGschen
Vektors:
Sr=FERr- Hp.

Das ist der Hintergrund der iiblicherweise in vektorieller Schreibweise angegebenen Beziehung:
Sp=Egpi x H,. (8.27)

Einzelheiten hierzu sind im folgenden Abschnitt abgehandelt.

Zusammenfassend kann also festgehalten werden, dass bei der elektromagnetischen Feldaus-
breitung elektrische und magnetische Feldstéirke konforme Gréflen ein und desselben phy-
sikalischen Prozesses darstellen. Jede dieser beiden Groflen tritt immer nur als Paar gleich
grofler, senkrecht zueinander wirkender Partner auf. Einer der beiden Partner der elektri-
schen Feldstdrke stimmt hinsichtlich Richtung mit einem der beiden Partner der magneti-
schen Feldstérke iiberein und weist in die Ausbreitungsrichtung. Die verbleibenden beiden
Partner verlaufen sowohl senkrecht zueinander wie auch senkrecht zur Ausbreitungsrichtung.

8.2 Strahlungsdichte

Die Energie im elektromagnetischen Feld weist eine Dichte auf von:
L o 1 2
w=—eoB* + —puogH*. (8.28)
2 2
Durch Differenzieren der Energiedichte nach der Zeit errechnet sich:

dw L QE . 9H
E = EoE . a + ,MOH . ﬁ (829)
Besonders iibersichtliche Verhiltnisse ergeben sich, wenn die elektrische Feldstérke E im

kartesischen Koordinatensystem in die xz-Achse fillt und die dazu senkrechte magnetische
Feldstéirke H in die y-Achse.
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Fiir den Wellenwiderstand gilt nach (8.20):

Zo= 1t = [HO (8.30)

Deshalb lésst sich (8.29) unter Riickgriff auf (8.12) umformen:

d . 9H . OF O0H . OF
v Ho n :

P R TR A Btc 7 dt-c (8.31)

Daraus lésst sich mit 0t - ¢ = 9z (Der Vorzeichenwechsel zwischen rdumlicher und zeitli-
cher Ableitung ist in der weiteren Ableitungung implizit enthalten und darf hier noch un-
berticksichtigt bleiben.) unmittelbar die Beziehung ableiten:

dw . 90H - OE

T —FE.—/— 4+ H

7 5% ey (8.32)

Differenziert werden hierbei E und H nach der Richtung der Ausbreitung, also nach der
z—Achge, die senkrecht auf £ und H steht.
Fiir %—g und %—E kann unter den gewéhlten Annahmen

oH -
g =10t H,
OF _
& =rot F
gesetzt werden. Damit ergibt sich:
d . L .
d—f:E-rotH+H-rotE. (8.33)

Bis hierher beschrénkt sich die Betrachtung auf das ,,Innenleben“ einer Raumeinheit, wobei
folgende GesetzméBigkeiten mafigebend sind:

e Jeder der beiden Feldvektoren E und H steht auf dem jeweils anderen senkrecht.

e Die Richtung der beiden Feldvektoren E und H weist aus der betrachteten Raumeinheit
heraus.

e SchlieBlich besteht in dieser raumlichen(!) Betrachtung auch Ubereinstimmung dahin-
gehend, dass rot E in gleicher Weise auf E senkrecht steht wie rot H auf H.

Der entscheidende Unterschied ist aber letztlich, dass wohl die Richtung von H und rot E
iibereinstimmt, dagegen nicht von E und rot H. Damit sind zwar die Betrige der Skalarpro-
dukte H -rot E und E - rot H identisch, aber nicht deren Vorzeichen.

Der Energiefluss aus der Raumeinheit heraus, also die Divergenz muss daher zu Null werden.
Dies kann auch nicht anders erwartet werden, denn das elektromagnetische Feld im Umfeld
eines Dipols ist quellenfrei und fiir das Raumelement gilt, dass die Summe der hinein- und
herausfliefenden Energie gleich Null sein muss.

Mathematisch kommt der geschilderte Sachverhalt dadurch zum Ausdruck, dass % als Ener-
giedichte pro Zeiteinheit unmittelbar in die dquivalente Form als Divergenz der Strahlungs-
dichte S dargestellt werden kann:

d L L .
di;:divS':E.rotHJrH.rotE:o. (8.34)
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Wegen der festen Beziehung zwischen E und H nach (8.30) und div S =0 gilt weiterhin die
Gleichheit der Teilglieder entsprechend:
OH . O0E - q . .

und ) .
5EOEQ = §M0H2. (8.36)
Elektrisches und magnetisches Feld sind also gleichwertige Ausprigungen im elektromagne-
tischen Prozess.

Die Betragsgleichheit der Skalarprodukte E-rot H und H-rot E bietet eine elegante Moglichkeit,
sich aus der auf die Raumeinheit fixierten Betrachtung zu 16sen und den Wert der Strahlungs-
dichte zu ermitteln, der die Raumeinheit durchstrémt. Dazu ermitteln wir einen Vektor S
der Strahlungsdichte, wobei die betrachtete Raumeinheit wie eine Strahlungsquelle betrach-
tet w1rd Dazu wird bei elnem der beiden betragsgleichen skalaren Werte, deren Addition
div § ergibt, namlich bei H - rot E das Vorzeichen gewechselt. Damit errechnet sich:

—

divS =E -rot H — H - rot E. (8.37)
Es gilt die mathematischen Beziehung
div § = div (Exﬁ) — F-rotH — H-rot E. (8.38)
Nach PoYNTING wird deshalb fiir den den Vektor der Strahlungsdichte gesetzt:
S=ExH. (8.39)

Das Vektorprodukt E x H stellt die allgemeine Form dar, die nicht nur einem isolierten
Wertepaar E H mit seiner gegenseitigen Beziehung gerecht wird, sondern auch einem be-
liebigen Kollektiv unterschiedlicher Wertepaare gleicher physikalischer Qualitét, aber jeweils
unterschiedlicher, also abweichender Ausrichtung im Raum.

Der POYNTINGSCHE Vektor représentiert in priagnanter Form die Doppelnatur stromender
elektromagnetischer Energie. Elektrische und magnetische Feldstéirke sind die beiden Aspekte
desselben physikalischen Prozesses. Fiir den Grundfall ohne Uberlagerung von zwei oder meh-
reren elektromagnetischen Energiestromungen stehen elektrische und magnetische Feldstérke
aufeinander senkrecht. An diesem Grundfall wird besonders deutlich, dass fiir die Feldvek-
toren unabdingbar das 1. KIRCHHOFFsche Gesetz gelten muss. Die Zusammenfassung von
Komponenten eines Feldvektors zum resultierenden Feldvektor unterhegt zwingend dem al-
gebralschen Additionsgesetz. Wird gedankhch der Feldvektor E in der Ebene senkrecht zu
Feldvektor H in zwei beliebige Komponenten E; und E, zerlegt, die ihrerseits aufeinander
senkrecht stehen, so gilt bei beliebigem Winkel a:

‘E’:E:‘E})—i—‘E}‘:E'sinQa—i—E-cosQa. (8.40)
Nur unter dieser Voraussetzung ergibt sich ndmlich:
div § = div (E X ﬁ) = div (El X ﬁ) + div (E2 x ﬁ) (8.41)

Dies entspricht dem Energieerhaltungssatz, angewandt auf die Raumeinheit, die von elektro-
magnetischer Energie durchstromt wird.

Energieerhaltungssatz, 1. KIRCHHOFFsches Gesetz und POYNTINGSCHER Vektor stehen im
Einklang. Die Allgemeingiiltigkeit beanspruchende vektorielle Darstellung in MAXWELLs Feld-
gleichungen ist dagegen ein physikalischer Irrtum, dem nur durch Beschrankung auf den Spe-
zialfall senkrecht aufeinander stehender Feldvektoren und strikte Beachtung des 1. KIRCH-
HOFFschen Gesetzes abgeholfen werden kann.
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8.3 Lichtstrahl - GesetzméBligkeiten der Ausbreitung [6]

Beim Lichtstrahl liegt der wichtige Sonderfall der gleichférmigen Ausbreitung in einem zylin-
derformig abgegrenzten Bereich vor, in dem die elektromagnetischen Feldgrofien radialsym-
metrisch auftreten [6]. Die nachstehend in (8.42) und (8.43) angegebenen Feldgleichungen sind
die geeigneten Ausgangsbeziehungen hierfiir. Auf die direkte Verwandtschaft von Funkwellen
und Lichtstrahlen wird spéter noch eingegangen. Ausléser des Lichtstrahls ist der Quanten-
sprung des Elektrons, der eine elektromagnetische Welle entgegen der Bewegungsrichtung
des Elektrons auslost. Diese Bewegungsrichtung hat also als Bezugs- und Ausgangspunkt den
zugehorigen Atomkern und verlauft in radialer Richtung.

Die Ausbreitungsrichtung des zylinderférmigen Lichtstrahls, als der sich die elektromagne-
tischen Feldgroflen préasentieren, soll im Zylinder-Koordinatensystem mit der z-Koordinate
vorgegeben sein. Der radialen Ausbreitung des Lichtstrahls kommt die r-Koordinate zu. Wie
bereits fiir die Losung der Feldgleichungen ausgefiihrt, gilt der markante Zusammenhang
zwischen rdumlicher Ableitung % und zeitlicher Ableitung % = —% - ¢. Der Wechsel des
Vorzeichens zwischen rdumlicher und zeitlicher Ableitung betrifft aber jetzt zusétzlich zur
z-Koordinate auch die r-Koordinate des Zylinder-Koordinatensystems.

Feldgleichungen und abgeleitete Formen:
Zeitliche Ableitung:

rot H = jweoE, (8.42)
rot B = jw,uoﬁ. (8.43)
tH rotE 2
roﬂi.roﬂi__wi2 (8.44)
H £ ¢
rotrgtﬁ _ rotrStE _ —%2 (8.45)
H £ ¢
Ré&umliche Ableitung:
rotrot H = graddivH — AH (8.46)
graddiv H = 0 (8.47)
(Forderung nach der sogenannten Kontinuitétsgleichung)
rotrot H = —AH (8.48)
rotrot £ = —AE (8.49)

Fiir die Ermittlung des LAPLACE-Operators AH beziehungsweise AE ergibt sich aus der
vorgegebenen gegenseitigen Abhéngigkeit von zeitlicher und rdumlicher Ableitung eine Be-
sonderheit. Prinzipiell ist der LAPLACE-Operator eines Vektorfeldes ein Produkt aus dem

Skalarwert in Form der zweiten Ableitung (im konkreten Fall: —% {% : {% (T ‘H )]} fiir
AH und —1 .

- {% (r . %—%)} fiir AE ) und dem Einheitsvektor (hier: e, fiir AE und e, fiir
AE ). Dieser Einheitsvektor muss aber eine Vorzeichenumkehr erfahren, wenn rotrot E auf
zeitlicher Ableitung entsprechend (8.45) beruht und AH deshalb entsprechend von rdumlicher

auf zeitliche Ableitung angepasst werden muss. Gleiches gilt fiir rotrot E und AE.
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Grundannahmen fiir die Ausbreitung, dargestellt mit Zylinderkoordinaten:

Einzelheiten hierzu sind in [6] angegeben. Dies gilt insbesondere hinsichtlich der kompletten
Abbildung (mit allen Teilaspekten) des 1. KIRCHHOFFschen Lehrsatzes auf die differentiel-
le Raumeinheit. Nachfolgend sind demgeméif lediglich resultierende Gréflen dargestellt. Der
Mittelpunkt des zylinderférmigen Lichtstrahls soll in die z-Achse fallen.

Die Wirkung des elektrischen Stromes duflert sich stets in einem Paar identischer Elektroim-
pulse, die senkrecht zueinander wirken. Einer von beiden ist allerdings dadurch ausgezeich-
net, dass er in Richtung des Stromes wirkt. Diese paarweise Erscheinungsform gilt prinzipiell
auch fiir elektrische und magnetische Feldstéirke. Von dieser Eigenschaft wird nachfolgend
Gebrauch gemacht und die Feldgréflen in Richtung des Einheitsvektors e, fiir E und e, fiir
H in ihrer gegenseitigen Abhéingigkeit untersucht. Die Berechnung ist also exklusiv auf e,
und e, abgestellt; damit wird die Abhéngigkeit von F = E(r) und H = H(r) exklusiv von
Parameter r, also der dritten Dimension im Koordinatensystem dargestellt.

Die Abhéngigkeit von der Richtung der Ausbreitung, also vom Parameter z hingt allein von
dem Teilglied e’ w(t+3) ab, was einer ungeddmpften Welle und sinusférmiger Schwingung ent-
spricht. Fiir die nachfolgende partielle Ableitung % ist dieses Teilglied wegen t + £ = konst.
wie eine Konstante zu behandeln und die partielle Ableitung % wird zu Null.

H=H %) e, H=H() (8.50)
E=EFE “(t3) . e, E=E@r) (8.51)
- OF oE . z
rot £ = —8—7 ceq = 5 eI (t+%) - eq (8.52)
. rotrot E
rot f = 2 E (8.53)
JWHo
) ) OB | jw(t+2)

ﬂ:ji.eazj or ¢ . (8.54)

wo wo

. OE

| g S
rot H = —- [8 (r‘]‘%")] ey (8.55)

r |Or whto

. OE
- 0 |1 0 J o
trot H=——¢—+ | — . z . 8.56
E=E-e,=E 3 e, E=E@) (8.57)
- OF

rot £ = —8—? ‘eq (8.58)

%. [gr (r.%}fﬂ e (8.59)
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Bei Beriicksichtigung der typischen Vorzeichenumkehr beim Ubergang von zeitlicher auf
riumliche Ableitung gelten mit (8.45) zusammenfassend folgende Differentialgleichungen:

- w? 1 d dE w?
. w? oo d (1 d dE d w?
R = i) Il el L - ) _=Z . 61
rotrot A c? 2 dr {T [dr (T dr )} } dr { c? E} (8.61)

Die Berechnung des LAPLACE-Operators nach (8.48) beziehungsweise (8.49) fithrt bei der
Ableitung nach der Variablen r unter den vorgenannten Voraussetzungen zu einem mit (8.60)
beziehungsweise (8.61) iibereinstimmenden Ergebnis fiir die elektrische Feldstéirke E. Dage-
gen fithrt die partielle Ableitung nach der Variablen z fiir einen festen Zeitpunkt ¢ = ¢y zu
einer reinen Sinusfunktion entsprechend der ungeddmpften Wellenausbreitung. Elektrischer
Strom ist identisch mit dem Elektroimpuls, der stets nur als Paar gleich grofler, senkrecht
zueinander wirkender Partner auftritt. Dieses Charakteristikum gilt prinzipiell auch fiir elek-
trische und magnetische Feldstérke. Konkret bedeutet dies:

Ez = Em

H,=H,.

Fiir die Berechnung des POoyNTINGschen Vektors wird das Vektorprodukt der Feldgréfien
senkrecht zur Ausbreitungsrichtung gebildet:

S, =E, x H,. (8.62)
Damit iibereinstimmend gilt fiir das skalare Produkt:

S,=F,-H,.

Losung der Differentialgleichungen:

E=E(r)=E(s) = Ey - 9 (8.63)

(s) — L) =
(9(5) Uz:% ) T =1,202 412 778 85. ... (8.64)
s = % D = Radius Elementarwelle (8.65)
r_w v (8.66)
D ¢ ST '
dE(s) 1 1 w
H = H = H = - — s — - — .
(r) (s) ds wpp 27 ¢ (8.67)
d 1 Ey w E
H = Ho- = |e9)| . = Hy—= 20 % _ =0 )
0" ds [e } 2T 0 wpy ¢ Zy (8.68)
d = (1) 20
Z 19| = (rs)2v .22
= [e } 3 i T (8.69)
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Die vorstehend gewéhlte kompakte Form der Darstellung beschréinkte sich erneut zunéchst
auf nur je eine Komponente im Raum, fiir magnetische und elektrische Feldstérke. Aber
natiirlich sind auch unter den Bedingungen des Lichtstrahls sowohl fiir die magnetische wie
auch fiir die elektrische Feldstéirke alle 3 Richtungen im Raum fiir die physikalische Interpre-
tation relevant. Es gilt weitgehende Analogie zu den Ausfithrungen zum HERTZschen Dipol
nach Punkt 8.1. So gilt fiir jede der unter Punkt 8.1 bereits angesprochenen Groéfien, dass
eine Komponente in Ausbreitungsrichtung existiert und der Partner senkrecht dazu, also in
der kreisférmigen Schnittebene des zylinderférmigen Lichtstrahls.

8.4 Elektromagnetische Vorginge beim Quantensprung und im Feld einer
Antenne

Bei einem die Emission von Strahlung auslésenden Quantensprung bewegt sich das Elektron
von einem Ort héheren Potentials zu einem Ort niedrigeren Potentials. Der hypothetisch
lineare Ubergang der Geschwindigkeit entsprechend einer gebrochenen Geraden geht durch
sinusformige Uberlagerung in einen Prozess ohne Unstetigkeit iiber. Diese Uberlagerung ent-
spricht sinusférmiger GesetzméafBigkeit von Geschwindigkeit und Beschleunigung. Mit diesem
Quantensprung, der also elektrisch einer Sinuswelle entspricht, gibt der Verbund aus Atom-
kern und Elektron ein Energiequant ab, also ein definiertes Quantum an Energie beziehungs-
weise Feinmasse. Diese Energie oder Feinmasse pflanzt sich als Lichtstrahl in Gegenrichtung
der Bewegung des Elektrons fort. Diese Abtrennung eines Energiequants unterliegt einerseits
dem Impulssatz und andererseits der Gesetzméfigkeit fiir das PLANCKsche Wirkungsquan-
tum. Fiir die sinusformige Bewegung der Elektronen in einer Antenne sind vorstehend unter
Punkt 8.1 die GesetzméBigkeiten fiir die raiumliche Ausbreitung dargestellt. Der dabei unter-
stellte gleichformig schwingende Bewegungsablauf in der Antenne ist im Sinne eines statisti-
schen Mittelwertes korrekt. Im Hinblick auf den Mikrokosmos gilt aber auch fiir die schwin-
genden Elektronen in einer Antenne die Gesetzméafligkeit der Quantisierung der Energie. Die
einzelnen Elektronen erfahren bei der Abgabe von Energie wie beim Quantensprung einen
sprunghaften Bewegungsablauf, der einem Stoivorgang entspricht. Diese Quantenspriinge im
Leitungsband sind freilich nicht mehr an den Atomkernen orientiert, sondern in ihrer Bewe-
gungsrichtung von der sich in der Antenne ergebenden Feinverteilung des Potentials gesteuert.
Die rdumliche Ausbreitung elektromagnetischer Schwingungen im Umfeld einer Antenne ist
daher als Ausbreitung eines Kollektivs von zylinderférmig sich fortpflanzenden Elementar-
wellen aufzufassen, die den unter Punkt 8.3 dargestellten Gesetzméafigkeiten folgen. Gesamt-
heitlich erfiillt dieses Kollektiv zylindrischer Elementarwellen die vorstehend unter Punkt 8.1
fiir den Dipol dargelegten Gesetzméfligkeiten der Ausbreitung. Die zugehorigen elektrischen
Groflen ermitteln sich durch Superposition der Elementarwellen. Dieses Kollektiv von Ele-
mentarwellen, die unter variablem Winkel den gesamten Raum iiberstreichen, 16st sich mit
fortschreitender Ausbreitung auf. Es erreicht schliefllich einen Grad der Auflésung, bei dem
nur noch die einzelnen Elementarwellen fiir sich fortpflanzungsfihig sind und keine weitere
Aufteilung, die ja der Quantisierung der Energie widersprechen wiirde, mehr zulésst.
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9 Brechung, Reflektion und Beugung von Lichtstrahlen

9.1 Brechung

40

Bei der Brechung eines Lichtstrahls mit der Frequenz f an der Grenzfliche zwischen einem
optisch diinnen Medium 1 und einem optisch dichteren Medium 2 sind fiir den Verlauf des

Lichtstrahls die nachfolgend dargelegten GesetzméBigkeiten mafigebend.

Aus dem Elektroimpulssatz ergibt sich die Betragsgleichheit des Elektroimpulses in Medium

1 mit dem Elektroimpuls im Medium 2:

mi ma
— V] = — - Vg.
A1 A2

Aus der im Lichtstrahl im Vakuum geltenden Beziehung der Quantisierung

m-A=—
c

ergibt sich die erweiterte allgemeine Beziehung fiir beliebige optische Medien 1, 2:

h
ml')\lzmz-)\gzz.

Aus (9.2) ergibt sich:

mlz)\%-% und mQ:%-%.
Eingesetzt in (9.1) ergibt sich:
1 h 1 h
72.7.1}12:72.7.1}22
)\1 C )\2 C
oder: v v
1 V2
)\1 . U1
)\2 N V2

Fiir das Vakuum mit der elektrischen Feldkonstanten €y gelten mit

50—>ec:c% und o — pe =1

folgende Beziehungen fiir einen Lichtstrahl:

Wellenwiderstand : Ip = ’6‘—2 =c
Fortpflanzungsgeschwindigkeit : v = \/ﬁ =c=Zp
Wellenlange : A= %
Durchmesser dy, (Dr = Radius = Eindringtiefe) :  dp =2Dp = 27: A
Stromstarke : I=./%"c
Wellenspannung U (Spannung fiir die Welle der Lange \) : U=7%" c?

Elektrische Feldstarke :

=
I
>
I
>3
K,}
@)

(9.1)

(9.3)

(9.4)

© v © v 9
© 00 N & W
ez =2

_ =
(a=)
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Fiir einen Lichtstrahl in einem optischen Medium n mit der Dielektrizitdtskonstanten e,
gelten bei Vernachlissigung der Dampfung die analogen Beziehungen:

Wellenwiderstand : Zn = = (9.12)
Fortpflanzungsgeschwindigkeit : Up = \/CETL =Zn (9.13)
Effektive Wellenlénge : An =5 =X (9.14)

Sowohl die mit v,, < ¢ von A auf A, verkiirzte Wellenlénge [\ ist die Wellenlénge nach (9.7)] als
auch der von dj, auf d,, vergréflerte Durchmesser des Lichtstrahls erklart sich aus folgendem
Zusammenhang: Die Atome beziehungsweise Molekiile des Mediums lenken den Lichtstrahl
in einer definierten Weise von seiner geradlinigen Fortpflanzung ab. Diese Ablenkung, deren
GesetzméaBigkeit im Mikrokosmos hier nicht ndher dargelegt wird, kann durch ein Ersatzbild
beschrieben werden, wobei der zylinderférmige Lichtstrahl der Linge &k - A mit dem Durch-
messer dy, als Biindel unendlich vieler, differentiell kleiner Stdbe aufgefasst wird. Jeder dieser
differentiell kleinen Stédbe wird in eine Spiralform iiberfithrt und das Biindel als Ganzes erfihrt
eine Stauchung. Dabei wird die urspriingliche Linge k - A des Zylinders auf die Lange k - A,
nach der Stauchung reduziert. Der &ufleren Begrenzung des gestauchten Zylinders entspricht
der gegeniiber dj, vergrofierte Durchmesser d,,, der als effektiver Durchmesser des Lichtstrahls
im Medium angesprochen werden soll. dj, beziehungsweise d,, errechnen sich aus dem recht-
winkligen Dreieck mit den Katheten aus Wellenldnge A\ beziehungsweise A, und dem durch
den Durchmesser dj, beziehungsweise d,, bestimmten Umfang 7 - dj, beziehungsweise 7 - d,,.
Dabei entspricht die Hypotenuse der Schraubenlinie auf dem (in die Ebene ausgerollten) Zy-
lindermantel des Lichtstrahls, entlang der sich die Feinmasse in schraubenférmiger Bewegung
fortpflanzt. Die Linge dieser Schraubenlinie v/ A2 4+ 72 - d;? ist die konstante GriBe, die auch
keiner Anderung unterliegt, wenn dem Lichtstrahl im Mikrokosmos die (idealisierte) Form ei-
nes Biindels von Spiralen aufgezwungen wird. Mit der konstanten Hypotenuse /A2 + 72 - dy2
und der variablen effektiven Wellenléinge A, = A - = ergibt sich der effektive Durchmesser
des Lichtstrahls im Medium zu:

Effektiver Durchmesser : dn = \/dL2 + 7);—; . ( - ”g—;) (9.15)
Stromstéarke : I, =, /T—: v =1=,/F ¢ (9.16)
Wellenspannung : U, = ’j\"”—: copl = Ve op =% f-c- A (9.17)
Elektrische Feldstérke : En=x% =% fv,=E=% -f-c (9.18)

Die Stromstéirke im Lichtstrahl ist unabhéingig von der Eigenschaft des Mediums; dagegen
ist die auf die fiir eine komplette Wellenléinge giiltige Wellenspannung direkt proportional zu
dieser Wellenlénge. Die elektrische Feldstérke ist wie die Stromstérke ebenfalls unabhingig
vom Medium.
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Die gemeinsame Grenze zweier op-

tischer Medien mit v; = \/%—1 und

vy = \/65 soll eine plane Fliache (Ebe-

ne) sein. Verlduft ein Lichtstrahl im
Medium 1 in Richtung Grenzebene
und hat einen Winkel o gegen das
Lot auf die Grenzebene, so ist 5 der
Winkel gegen dieses Lot nach dem
Ubergang in das Medium 2, wobei
der Lichtstrahl an der Grenzebene
gebrochen wird. Der Lichtstrahl in
Medium 1, repréasentiert durch seine
Zylinderachse und den Durchmesser
dy , das Lot und der Lichtstrahl in
Medium 2, reprasentiert durch seine
Zylinderachse und den Durchmesser
da, gehoren der gleichen Ebene an,
die durch die Fortpflanzungsrichtung
des Lichtstrahls bestimmt ist und
auf der Grenzebene senkrecht steht
(siche Abbildung [10). Die Schnitt-
figur des zylindrischen Lichtstrahls
mit der Grenzebene ist eine Ellipse.
Der (doppelte) Wert der langen Ach-
se der Ellipse entspricht der Strecke
¢ in Abbildung und ist fiir den
Lichtstrahl in Medium 1 und Medi-
um 2 identisch. Der (doppelte) Wert
der kurzen Achse entspricht dem je-
weiligen Durchmesser d; beziehungs-
weise dy des Lichtstrahls. Dass die
beiden fiir Medium 1 beziehungswei-
se Medium 2 mafigebenden Ellipsen
nicht voll deckungsgleich sind (nur hinsichtlich der langen Achsen), muss nicht iiberraschen,
wenn wir in Erinnerung rufen, welcher Natur die Durchmesser d; beziechungsweise do sind,
némlich nur Ersatzbilder des durch Atome oder Molekiile von der geradlinigen Fortpflanzung
abgelenkten Lichtstrahls, dessen ,,Original “-Durchmesser dj, sich nach (9.8) bestimmt.

Das zylindrische Teilstiick des Lichtstrahls in Medium 1, das durch die im Bild dargestellte
Mantellinie M; — M;’ definiert ist, wird von der Grenzebene in zwei identische Hélften auf-
geteilt. Nur die dem Medium 1 zugehorige Hélfte ist in Abbildung [10| dargestellt und fiir die
anschlieBenden Potentialbetrachtungen relevant. Diese Uberlegung gilt in analoger Weise fiir
Medium 2 mit der Mantellinie Ms — My'. In Medium 1 besteht kein Potentialunterschied zwi-
schen Punkt M7 und M. Der Potentialunterschied Uy’ entlang der Mantellinie zwischen M;
und M’ ist identisch mit dem Potentialunterschied entlang der Strecke ¢’ zwischen My und
M. Die Richtung der in beiden Medien betragsgleichen elektrischen Feldstirke E stimmt
in Medium 1 mit der Mantellinie zwischen M; und M’ iiberein. Deshalb kann der Poten-
tialunterschied Uy’ durch die Multiplikation der Feldstirke E mit dem Wert der senkrechten
Projektion der Strecke ¢’ auf die Richtung der Feldstirke F, ndmlich ¢’ - sin a bestimmt wer-
den:

Abbildung 10: Brechung des Lichtstrahls
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U/'=E- ¢ - sina.
Analog gilt:
Uy =FE-¢ -sinp.

Aus den Gleichungen (9.4) oder (9.14) sowie (9.17) ergibt sich eine Proportionalitdt in der
Form:
U A
_n_A (9.19)
U2 V2 )\2
Deshalb kann zu der fiir beide Medien identischen Strecke ¢’ eine Strecke g konstruiert werden,
fir die gilt:

~ sina
und
Ui=FE-g-sina=FE-\. (9.20)
Analog gilt:
~ sinf
und
UQZE'g'SiHIB:E')\Q. (921)

Mit (9.20) und (9.21) kann deshalb (9.19) in die erweiterte Form

U1 V1 )\1 sin av
U2 V9 )\2 sin ﬂ '

(9.22)

iiberfithrt werden. Beschrankt man (9.22) auf das Verhéltnis der Geschwindigkeiten, so ergibt
sich:

U1 sin av
= . 9.23
ve  sinf ( )

Das ist die bekannte GesetzméifBigkeit der Optik fiir die Brechung. Der wesentliche Unter-
schied ist jedoch darin zu sehen, dass dieser Gesetzméfligkeit in der Optik traditionell der
Charakter eines ,,Originals“ zugewiesen wird. Aus der Sicht vorstehender Ableitung ist es
aber lediglich eine Teilaspekt iibergeordneter Gesetzméfigkeiten des Elektromagnetismus.

9.2 Reflektion

Fiir die Paarung der Medien 1 und 2 mit Ay > Ao , v1 > vo und a > B gibt es fiir das
optisch diinnere Medium 1 mit der Wellenldnge A1 den Grenzfall des Einfallwinkels o = 90°
mit sina = 1. Dieser leicht nachvollziehbare Fall betrifft den Grenzfall, dass der Lichtstrahl

parallel zur Grenzfliche der Medien verlduft. Daraus errechnet sich aber auch der Grenzfall
A
)\7?
werden kann, wenn ein Lichtstrahl die Grenze zwischen beiden Medien iiberschreiten soll.
Trifft deshalb im optisch dichteren Medium ein Lichtstrahl auf die Grenzebene unter einem

Winkel, der Bgren, = arcsin (i—f) iiberschreitet, so wird seine Bahn zwar gebrochen, aber er

des Winkels Byren. = arcsin( ) im optisch dichteren Medium 2, der nicht iiberschritten

tiberschreitet nicht die Grenze zwischen beiden Medien sondern wird total reflektiert. Alle
zur Brechung des Lichtstrahls beim Ubergang zwischen zwei Medien gemachten Uberlegungen
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gelten sinngeméfl weiter. Fiir die Darstellung in Abbildung [10] muss der Bildanteil oberhalb
der Grenzlinie in den Bereich unterhalb der Grenzlinie geklappt werden. Aufgrund der iden-
tischen Medieneigenschaften vor und nach der Brechung des Lichtstrahls ergibt sich mit

V] = U2
als Spezialfall von (9.23) unmittelbar:
vp _ sino
vy  sinf
Deshalb gilt:
a=4 (9.24)

also, der Einfallwinkel ist gleich dem Ausfallwinkel. Diese fiir die Totalreflexion im optisch
dichteren Medium dargestellte Gesetzméfigkeit gilt fiir jede Brechung eines Lichtstrahls an
einer reflektierenden Fléche, wenn sich der Lichtstrahl vor und nach der Reflektion im gleichen
Medium fortpflanzt.

9.3 Beugung und Interferenz

Ein Lichtstrahl ist in aller Regel keine kontinuierliche Abfolge von Wellenziigen; vielmehr ist
die Wellenzahl n = 1 charakteristisch. Der Lichtstrahl der charakteristischen Wellenzahl n = 1
entspricht einem Photon. Es tut quantenmechanischer Gesetzméfligkeit keinen Abbruch, dass
in diesen Photonen elektromagnetische Eigenschaften immanent bleiben und bei Interaktion
mit elektromagnetischen Feldern im atomaren Bereich ihre Wirkung zeigen.

Photonen oder Energiequanten unterliegen als Kollektiv Verteilungsgesetzen, verlieren aber
nicht ihre durch die Phasenlage bestimmte Orientierung gegeniiber Nachbarphotonen. Bei der
Superposition von Photonen im engen Umfeld von Atomen wirken sich diese eingeprigten
Figenschaften als iiberlagerter Effekt zusétzlich zum atomaren Feldeinfluss aus und beein-
flussen die daraus resultierende Verteilung des Kollektivs. Aus dieser Perspektive sind die
Figenschaften des Lichts bei Beugung oder Interferenz zu erkléren.
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10 Additionstheorem

10.1 Einfiihrung
10.1.1 Bezugssystem

Addition von Geschwindigkeiten bedeutet immer, dass neben 2 Inertialsystemen (im nachfol-
genden Beispiel: Schiff und Passagier) mit gegenseitiger Relativgeschwindigkeit, ein weiteres
Inertialsystem (im Beispiel: der Strand) als Bezugssystem existiert. Addiert wird die Rela-
tivgeschwindigkeit des Inertialsystems 1 (im Beispiel: Schiff) gegeniiber dem Bezugssystem
zu der Relativgeschwindigkeit des Inertialsystems 2 (im Beispiel: Passagier) gegeniiber dem
Inertialsystem 1. Die resultierende Geschwindigkeit stellt sich zwischen Inertialsystem 2 und
Bezugssystem ein.

10.1.2 Briickenglied zwischen Inertialsystemen

Die aus der Addition von Geschwindigkeiten hervorgehende resultierende Kontraktion in
Form des Kontraktionsfaktors entspricht dem Produkt zweier identischer Teilkontraktionen.
Dieses Produkt stimmt mit dem Ergebnis des Additionstheorems {iberein. Fiir diese Kontrak-
tion in zwei gleichen Teilschritten dient gedanklich als Briickenglied zwischen Bezugssystem
und Inertialsystem 2 ein weiteres Inertialsystem, das gegeniiber dem Bezugssystem eine Rela-
tivgeschwindigkeit aufweist, die dem geometrischen Mittel der beiden Geschwindigkeiten, die
zusammengefasst werden sollen, entspricht. Einzelheiten ergeben sich nachfolgend aus dem
Vergleich der Beziehungen (10.4) und (10.13) sowie deren Ableitungen.

Das fiir die Addition von Geschwindigkeiten Beschriebene gilt analog fiir die Subtraktion von
Geschwindigkeiten, wobei in diesem Fall Dehnung statt Kontraktion resultiert.

10.1.3 Additionstheorem und Lorentz-Transformation

Die Ableitung des Additionstheorems basiert einerseits auf den Gleichungen der LORENTZ-
Transformation, andererseits sind die Ergebnisse des Additionstheorems ein wichtiger Priif-
stein fiir den theoretischen Ansatz der LORENTZ-Transformation. Dieses Priifkriterium gibt
in der Folge den Anstoff, um den theoretischen Ansatz der LORENTZ-Transformation zu
analysieren und die Darstellung auf den Kern der physikalischen Aussage zu verdichten.
Diese Kernaussage ist dann im Kontext mit dem Additionstheorem einer zusammenfassenden
Interpretation zugénglich.

10.1.4 Abhingigkeit zwischen drei Inertialsystemen

Das nachfolgend beschriebene Beispiel belegt, dass alle Uberlegungen zum Additionstheorem,
wie gesagt, die Abhéngigkeiten zwischen drei Inertialsystemen zum Gegenstand haben. Zur
Veranschaulichung des Additionstheorems wird als Beispiel ein Schiff gewihlt, das sich vom
Strand mit Relativgeschwindigkeit v entfernt. Ein Passagier an Bord des Schiffes soll sich
dabei in gleicher Richtung wie v; mit Relativgeschwindigkeit v gegeniiber dem Schiff bewe-
gen und erreicht damit eine Relativgeschwindigkeit vo gegeniiber dem Strand. Gegenstand
des Additionstheorems sind die mathematischen Beziehungen zwischen den drei Geschwin-
digkeiten vy, v und v unter Beriicksichtigung der speziellen Relativitédtstheorie in Form der
LORENTZ-Transformation. Die LORENTZ-Transformation wird angewandt auf die Beziehun-
gen zwischen Inertialsystem 1 (Schiff) und Inertialsystem 2 (Passagier).
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10.1.5 Kontraktionsfaktor gegeniiber dem Bezugssystem

Die Geschwindigkeit eines Korpers (Beispiel: v; des Schiffes) und seines Inertialsystems, in
dem er ruht (also im Beispiel: Inertialsystem 1), bestimmt sich in Relation zum Bezugssys-
tem (also im Beispiel: gegeniiber dem Strand). Mafigebend fiir die Definition des Messwertes
von v; ist aber der Kontraktionsfaktor f(vi), der in dem Inertialsystem herrscht, das die
Geschwindigkeit v; aufweist (also im Beispiel: das Inertialsystem 1). Fiir den Messwert von
v; und den daraus ermittelten Kontraktionsfaktor f(v;) ist dann also der Gang der Uhr in
Inertialsystem 1 mafligebend, nicht etwa der Gang der Uhr im Inertialsystem ,,Strand“. Diese
Rollenverteilung zwischen Bezugssystem einerseits und dem Inertialsystem, dessen Geschwin-
digkeit betrachtet wird, andererseits, ist das markante Merkmal des Additionstheorems. Bei
alle weiteren Betrachtungen darf dieses Merkmal nicht aus den Augen verloren werden.

In diesem Merkmal ist gleichzeitig ein zu Missverstdndnissen Anlass gebender Konflikt ange-
legt, der auf EINSTEIN und dessen Niederschlag in der wissenschaftlichen Literatur zuriickgeht.
Danach basiert in der LORENTZ-Transformation die Relativgeschwindigkeit v auf den Para-
metern des unkontrahierten Bezugssystems und dem Gang seiner Uhr. Im Additionstheorem
wird dagegen erneut mit einer Relativgeschwindigkeit v operiert, deren Definition dann aber
zwingend an die Parameter des mit v bewegten Inertialsystems und dem Gang seiner Uhr
gebunden ist. v in der LORENTZ-Transformation hat also eine andere physikalische Qualitét
als v im Additionstheorem.

Wie sich die vergleichbaren Verhéltnisse bei der LORENTZ-Transformation darstellen und
in welcher Form Additionstheorem und LORENTZ-Transformation in Einklang stehen, wird
spéter noch abzuhandeln sein.

10.2 Annahmen und Ableitungen

iUz

Strand
Schiff

;|
oy

,t X,,t,

P

Abbildung 11: Inertialsysteme Strand, Schiff und Passagier

In Abbildung sind die Annahmen dargestellt. Im Inertialsystem 1 gelten die Variablen
z und t fiir Weg und Zeit, im Inertialsystem 2 dagegen z’ und t'. Fiir das Inertialsystem
1 errechnet sich die Relativgeschwindigkeit v; gegeniiber dem Strand, basierend auf den
Variablen x und ¢, als Quotient aus Wegabschnitt Az und korrespondierendem Zeitabschnitt
At: vy = %f. Das Verhéltnis %f und damit der Wert von v; definiert den Bezug zum dritten
Inertialsystem, dem Strand. Fiir Inertialsystem 2 gilt das Gesagte analog mit vy = % Die
Parameter 2/, t' tragen, wie aus der LORENTZ-Transformation bekannt, die Kennzeichnung
mit dem Strich, fiir v, kann auf diese Kennzeichnung verzichtet werden.

Mit den Variablen z, t beziehungsweise 2/, t’ ist allerdings nur die vom Kontraktionsfaktor
abhingige Eichung fiir die Messung von Weg und Zeit vorgegeben. Der in den Wert des
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Differentialquotienten von v; beziehungsweise vy jeweils einflieBende Wegabschnitt gegeniiber
dem Bezugssystem ,,Strand“ ist jedoch eine unkontrahierte Grofle, die aber auf Basis des
kontrahierten Eichmafles bewertet wird.

Aus der LORENTZ-Transformation entwickelt sich folgender mathematischer Zusammenhang:

Az —v- A _ Az4v- At

Ax = ——— Az’ (10.1)
/1 _ 2 _ 02
c? c?
At — % - A/ At+ 5% - Ax
At = N —— At = — ¢ - (10.2)
_ 2 /1 22
c? c?
A Ax[’ o A / & +'U
Xx - Atv Az’ Ax/ = Atv Az (10'3)
t -2 ar A
Vo — v+ v
Ul = 1 _ ’U022’U 1)2 = 1 + /UclT’U (10'4)
V2V V1V
(1* 22>-U1—’02*U (1+ 612>"U2—2}1+U (105)
(1 - vl—gz) =09 — V1 v (1 — %) =y — 0 (10.6)
C C
V2 — U1 Vo — U
= 1 V1V2 V1 = 1 V20U (107)
c c?

Das auf den ersten Blick irritierende Vorzeichen von v in (10.1) und (10.2) ist dadurch be-

griindet, dass die Geschwindigkeiten v; = % und vy = ﬁ—f,, der Inertialsysteme 1 und 2

(Schiff und Passagier) jeweils auf das externe Inertialsystem ,,Strand*“ bezogen sind.
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Abbildung 12: Variationen zur Addition

In Abbildung[12]sind die physikalisch gleichwertigen Varianten der Wechselbeziehungen zwi-
schen 3 Inertialsystemen dargestellt. Darauf bezugnehmend ergeben sich folgende Ableitun-

gen:

2
o) =41- % f(v2)
2
f)=1-5 f)
v” v Vo v
v v Lo vy

s = e (/) = i

2
(%]
—1-Z 10.8
: (108)
2
v
—J1-Z 10.9
. (109)
v vo'lv
_ v 10.10
v VoU ( )
vg”v”) (10.11)
2
v
\/1+ v | (0'21)2 o)) (10.12)
v ) = ! (10.13)
2 1 V20
- %
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2
v
Flor) =1/1— c% (10.14)
’U22
f(va) =4/1— = (10.15)
,Ulll/ _ ,U2/// :M (10 16)
V1 (%) £/ V1V
010" =\/v103 - f( 1)1’”1)2”’) (10.17)
2
V1o - NN
£ (Vo) \/1—|— 1 - [f (Vires)] (1018)
c

( m/“vg“') =/ (10.19)

=2 () [ UI,U,)]Q v =Ty = (=) |f (\/Wﬂ? (10.20)

1+’U1’U A
C
vi+v—uv (1+ %5 vg —v —uy (1 — 2
Vo = V1 + 1+v(1v 62) V1 = v + 1_1)(221, C)
C
v U2
v(1-%) v(1-5)
v =1 + vl =2 —
1+ 2 1— 2

vy =1 +U- [f (v1) - f( vl’v’ﬂz V] =V — - [f (v2) - f( vg”fu”)r (10.21)
vy =0y - [f(v)-f(\/W)r—i—v V] = Vg - [f(v)f( UQ”U”)]Q—’U (10.22)

UIUQU =v+v v — Uiy _ Vg — v (10.23)

v +

_ 2
= 1”2 o = (2 — 1) [f( vl”’vz’”>] (10.24)
—um
Vg — V] — Vg (1 — ”1”2)
V= V9 + [ — um
(32
a(-3
V=v2 - o
2
v =1vy — U] - {f (v2) - f ( vl”’vg’”ﬂ (10.25)
2
v =1y - [f (v1) - f < 1)1/"1)2"/):| — (10.26)
A (10.27)
c
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Aus (10.19) mit (10.20) ergibt sich:

V1V

A 1 _ 1 _ 1+°=
f /Ul U2 1 _ v1v2 1 (’Ul+’U) 1 + v1 . ’U12 v
e - ¢ 2 ¢

1 1 -
f< 1)1”'1)2”’> _ o = _
— (v2—v)- _ g _ g
1 2 1 V2 —v vgc 1 V2 v2 V2,

n " — 1 " n —
f( V17 V2 ) - f('l)l) . f( /,Ull,U/) f( V17 V2 ) - f(v2) . f( /,1)2/1,1)/1)
Aus (10.13) mit (10.20) ergibt sich:

1 i 1— %3P

f( v1’v’> = = =
T+55 1+ —(1(7:21,‘22))'12 B A5 o
c2

1 I 1+ 9P
f( 1)2//1;/’>: 1”627”_\1(1(11:2))1)2_\/1_‘_%_%_2_;
CEXH v
1
f (\/ Ul’vl) = f('l)) ] f( /_v2//,vll) f( (2p)
Aus (10.30) errechnet sich:

f (Vo) —\12 1 _ flv2)
7(ﬁ%ﬁj—V( “”ﬂ'f( B

Mit (10.13) ergibt sich:

1! _ 1
U>_f@mH¢Wm

50

(10.28)

(10.29)

(10.30)

(10.31)

(10.32)

(10.33)

1

()]

’1)2’1))

.f(\/W)z[f< 1)1’11’)]2-\/(1—1—001—2”).(1_
reane

[f (\/W)]Zf(m) .lf (\/W) - [f< Ul/v/)]

Mit Einsetzen von (10.23) errechnet sich:

V102V

=

[ //_2, 1
SV Sy g e =

(

1 () F v ()] -
[ /1_2 1 _'

IV v U

(Vo' V9
e RIS
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Daraus erhélt man unter Einschluss von (10.30) und (10.33) sowie (10.20) und (10.24):

[f( Ullvl>:2 = f(vjlf;w])c(v) = vlvj_v (10.34)
12 v v
[f( vz”v”>_ - f(w; '1;(1}) - wiv (10.35)
12 v v
[f( 1)1///1;2///)_ — f(vlg];( ;(UQ) - g (10.36)

Nach Umformung ergeben sich schliefllich die klar strukturierten Wechselbeziehungen zwi-
schen Inertialsystemen:

v2 1t

f(va) — f(v1) - f(v) (10.37)
v U2

fo1) — f(v2)- f(v) (10.38)
¢ TR (10.39)

In Abbildung(12|sind die Ergebnisse nach (10.37) - (10.39) mit ihren mafigebenden Faktoren
dargestellt und farblich gekennzeichnet.

10.3 Relativgeschwindigkeit zwischen Inertialsystemen

An dieser Stelle ist eine Erlduterung zur prinzipiellen Natur von Relativgeschwindigkeiten
zwischen Inertialsystemen angebracht.

In der LORENTZ-Transformation sind die Relativgeschwindigkeiten vy, v und v in jedem Fall
spezifische, auf das jeweilige Inertialsystem mit seinem Kontraktionsfaktor bezogene Werte.
Der Kontraktionsfaktor kontrahiert Weg und Zeit in gleicher Weise, so dass Geschwindig-
keiten, die als Quotient von Wegabschnitt und korrespondierendem Zeitabschnitt gebildet
werden, innerhalb eines Inertialsystems von diesem Kontraktionsfaktor nicht betroffen sind.
Das bei Weitem wichtigste Beispiel hierfiir ist die Lichtgeschwindigkeit ¢, die deshalb in jedem
Inertialsystem gleich ermittelt wird. Das Gegenbeispiel ist die Geschwindigkeit zwischen In-
ertialsystemen, weil Wege und Wegabschnitte zwischen Inertialsystemen prinzipiell keiner
Kontraktion unterliegen. Dieser markante physikalische Unterschied kann in Anwendung und
Interpretation der LORENTZ-Transformation nicht unberiicksichtigt bleiben.

Fine Geschwindigkeit wird wie iiblich als Quotient von differentiellem Wegabschnitt ds und
differentiellem Zeitabschnitt dt gebildet. Dabei unterliegen Wege s und Wegabschnitte ds
innerhalb eines Inertialsystems sowie Zeiten ¢ und Zeitabschnitte dt dem gleichen, von der

Relativgeschwindigkeit v abhéngigen Kontraktionsfaktor f(v) = /1 — g—; D. h. bildlich,
Wege und Zeiten sind innerhalb eines Inertialsystems in gleicher Weise kontrahiert und
einem verkiirzten Eichmafl der Lange s- f(v) beziechungsweise ds- f(v) steht ein entsprechend
verkiirztes Eichmaf der Zeit ¢ - f(v) beziehungsweise dt - f(v) gegeniiber.

Zwar steht im Zahler des Quotienten einer Geschwindigkeit der mafigebende Wegabschnitt
ds sowohl bei Lichtgeschwindigkeit ¢ wie auch bei der Relativgeschwindigkeit v dem gleichen
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verkiirzten Eichmafl der Lange ds- f (v) gegeniiber, aber nur der Wegabschnitt des Lichtstrahls
innerhalb eines Inertialsystems ist effektiv durch Kontraktion entsprechend verkiirzt, der
Wegabschnitt der Relativgeschwindigkeit v dagegen nicht.
Im Nenner von Lichtgeschwindigkeit und Relativgeschwindigkeit ist {ibereinstimmend und
ohne Besonderheit das verkiirzte Eichmafl der Zeit mafligebend. Diese Gegebenheiten und den
markanten physikalischen Unterschied erkennt man zusammenfassend in dem nachfolgenden
mathematischen Ansatz:
~ds(v) _ds(c)- f(v) _ ds(c)

U dt) - f(v) CT 0 F(v)  dile)
Die Lichtgeschwindigkeit ¢ innerhalb eines Inertialsystems ist deshalb jeweils eine konstante
und bezogen auf das Inertialsystem unspezifische Grofie, die Relativgeschwindigkeit zwi-
schen Inertialsystemen stets eine spezifische, vom Kontraktionsfaktor des Inertialsystems
abhingige Grofle. Deshalb kann auch der im Formelansatz der LORENTZ-Transformation an-
gegebene Wert von v immer nur fiir eines der beiden verkniipften Inertialsysteme gelten,
namlich das nicht kontrahierte, wie spdter noch gezeigt wird.

10.4 Interpretation der Ergebnisse zum Additionstheorem

Um einen Einblick in die Ergebnisse dieser vorstehenden Beziehungen zu gewinnen, sind bei-
spielhaft fiir Gleichung (10.34) die errechneten Zahlenwerte fiir [ f (\/ vV’ )] *in nachfolgender
Tabelle dargestellt.

v 001 ] 01 |02 | 03 | 04 | 05 | 06 | 07 | 08 | 09 |[0,99

0,01 1 0,999 | 0,998 | 0,997 | 0,996 | 0,995 | 0,994 | 0,993 | 0,992 | 0,991 | 0,99

0,1 1,009 1 0,99 | 0,98 | 0,97 | 0,96 | 0,949 | 0,939 | 0,929 | 0,919 | 0,91

0,2 1,04 | 1,021 1 0,979 | 0,958 | 0,938 | 0,917 | 0,896 | 0,875 | 0,854 | 0,835

0,3 1,096 | 1,066 | 1,033 1 0,967 | 0,934 | 0,901 | 0,868 | 0,835 | 0,802 | 0,773

0,4 1,186 | 1,143 | 1,095 | 1,048 1 0,952 | 0,905 | 0,857 | 0,81 | 0,762 | 0,719

05 | 1,327 |1,267| 1,2 | 1,133 | 1,067 | 1 |0,933|0867| 08 | 0,733 | 0,673

0,6 1,653 | 1,469 | 1,375 | 1,281 | 1,188 | 1,049 1 0,906 | 0,812 | 0,719 | 0,634

0,7 | 1,047 | 1,824 | 1,686 | 1,549 | 1,412 | 1,275 | 1,137 | 1 | 0,863 | 0,725 | 0,602

0,8 | 2,756 | 2,556 | 2,333 | 2,111 | 1,889 | 1,667 | 1,444 | 1,222 | 1 | 0,778 | 0,578

0,9 5,216 | 4,789 | 4,316 | 3,842 | 3,368 | 2,895 | 2,421 | 1,947 | 1,474 1 0,574

0,99 | 49,75 | 45,28 | 40,30 | 33,33 | 30,35 | 25,38 | 20,40 | 15,43 | 10,45 | 5,48 1

@i

Tabelle 1: [f (vor'o')]?

Die Interpretation der in dieser Tabelle enthaltenen Zahlenwerte stellt uns drastisch vor
Augen, dass immer dann, wenn ,,vollmundig“ von einer kontrahierten Linge oder einem kon-
trahierten Eichmaf fiir Lédnge und Zeit die Rede ist, bescheidener und physikalisch treffender
davon gesprochen werden muss, dass das Eichmafl dieses Inertialsystems in Relation zu
einem Bezugssystem kontrahiert erscheint. Gegeniiber einem anderen Bezugssystem
dagegen erscheinen Weg und Zeit ein und desselben Inertialsystems in anderer Weise kon-
trahiert. Nach der Natur des Additionstheorems haben aber nicht alle drei nach (10.34) bis
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(10.36) miteinander verkniipften Inertialsysteme das gleiche Bezugssystem. Im Beispiel sind
die Relativgeschwindigkeiten vy und v auf das gleiche Bezugssystem ,,Strand“ abgestellt,
die Relativgeschwindigkeit v des Passagiers gegeniiber dem Schiff hat aber eben das Schiff,
nicht etwa den Strand zur Bezugsbasis. Damit fehlt systemimmanent das einheitliche Be-
zugssystem und deshalb sind nicht nur die Relativgeschwindigkeiten bezugssystemabhéngige,
relative Werte sondern auch die aus ihnen abgeleiteten Werte des Kontraktionsfaktors. Die
Anndherung an den Zahlenwert 1 erkennen wir nach den Tabellenwerten nur unter spezifi-
schen Bedingungen, insbesondere fiir die Annéherung an den Grenzfall von v = vs.

Aus den Ergebnissen nach (10.37) bis (10.39) lassen sich folgende grundsitzliche Erkenntnisse
gewinnen.

e In einem Kollektiv von Inertialsystemen kommt jedem Paar von Inertialsystemen mit
gegenseitiger Relativgeschwindigkeiten v; ein individueller Kontraktionsfaktor

flvg) = /1= % zu.

C

e Um die Geschwindigkeit eines Korpers berechnen oder messen zu koénnen, bedarf es
eines Bezugssystems. In diesem Sinne ist jede Geschwindigkeit eine Relativgeschwin-
digkeit. Deshalb sind sowohl mechanischer Impuls und kinetische Energie wie auch der
Kontraktionsfaktor relative, vom Bezugssystem abhéngige Grofien.

e Alle GesetzméiBigkeiten zu den Wechselbeziechungen zwischen Inertialsystemen lassen
sich aus den Ergebnissen des Additionstheorems fiir 3 Inertialsysteme darstellen und
fiir beliebig viele weitere Inertialsysteme analog anwenden.

e Zwischen den 3 Inertialsystemen gibt es 3 Relativgeschwindigkeiten und die jeweils
dazugehorigen Kontraktionsfaktoren.

e Jedem der 3 Inertialsysteme kann willkiirlich die Rolle des Bezugssystems mit dem
Kontraktionsfaktor f(vg) = 1, also ohne Kontraktion, zugewiesen werden. In Abbil-
dung ist die Rolle des Bezugssystems dem Strand zugeordnet. Damit entfernt sich
Inertialsystem 1 (Schiff) mit Relativgeschwindigkeit v; sowie Kontraktionsfaktor f(vy)
gegeniiber dem Strand und Inertialsystem 2 (Passagier) mit Relativgeschwindigkeit
vo sowie Kontraktionsfaktor f(ve). Alternativ kann auch Inertialsystem 1 oder Iner-
tialsystem 2 die Rolle des Bezugssystems zugewiesen werden. Dann entfernt sich das
Inertialsystem ,,Strand“ mit Relativgeschwindigkeit v; sowie Kontraktionsfaktor f(v)
von Inertialsystem 1 weg beziehungsweise mit Relativgeschwindigkeit ve sowie Kontrak-
tionsfaktor f(vy) von Inertialsystem 2.

e Bei allen 3 Alternativen gelten die gleichen wechselseitigen Beziehungen nach (10.37)
und (10.39). Der Quotient aus jeweils einer Geschwindigkeit und ihrem zugehérigen
Kontraktionsfaktor ist dabei jeweils betragsgleich mit dem Quotienten aus der Summe
beziehungsweise Differenz der beiden anderen Geschwindigkeiten im Zihler und dem
Produkt der beiden zugehorigen Kontraktionsfaktoren im Nenner. Dieses Produkt ist
identisch mit dem Quadrat des geometrischen Mittelwertes dieser beiden Kontraktions-
faktoren.

e Bei einem Kollektiv von Inertialsystemen, bei denen keines mit einem anderen zu-
sammenféllt, bei dem also bei jeder Konstellation von 2 Inertialsystemen eine Rela-
tivbewegung existiert, ist es ausgeschlossen, dass 2 Inertialsysteme einen identischen
Kontraktionsfaktor aufweisen. Ausgenommen ist der Sonderfall des spiegelbildlichen
Verhiltnisses der beiden Inertialsysteme hinsichtlich Relativgeschwindigkeit gegeniiber
dem Bezugssystem.
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e Ein Inertialsystem ist ein gedankliches Konstrukt, in dem gedanklich ein Koérper ruht,
der abhingig von einer zu definierenden Geschwindigkeit physikalische Wirkungen in
Form einer Kontraktion erfahrt. Das Inertialsystem nimmt diese Eigenschaft des Korpers
in Form von Geschwindigkeit und Kontraktion an und bildet sie ab.

e Das spezielle Inertialsystem, in das weder gedanklich ein Kérper eingebracht wird noch
dessen Eigenschaften einflielen, entspricht quasi dem Zustand vor dem Schépfungsakt
und weist die origindre Eigenschaft des ruhenden Bezugssystems auf ohne jede Ge-
schwindigkeit und Kontraktion.

o Fiir jedes Inertialsystem mit Relativgeschwindigkeit v; zu einem anderen Inertialsys-
tem im Kollektiv existiert eine definierte individuelle Relativgeschwindigkeit v, zum
origindren ruhenden Bezugssystem und ein zugehoriger Kontraktionsfaktor f(vy,). Gilt
fiir das Inertialsystem 1 die Relativgeschwindigkeit v; und fiir das Inertialsystem 2 die
Relativgeschwindigkeit vo gegen das origindre ruhende Bezugssystem, sind diese Ge-
schwindigkeitswerte nach den Gleichungen (10.37) bis (10.39) fiir die wechselseitigen
Beziehungen von Inertialsystemen explizit verkniipft. Dass wir diese definierten indivi-
duellen Geschwindigkeiten nicht experimentell bestimmen koénnen, liegt in der Natur
der Wechselbeziehungen zwischen Inertialsystemen, die einerseits die Existenz des ru-
henden Bezugssystems voraussetzen, ohne andererseits seine Parameter zu definieren.

e In Verkettungen von Inertialsystemen gibt es nur Kontraktionswerte f(v;) < 1 un-
abhéngig vom Vorzeichen von v;. Diese Kontraktion bezieht sich auf das Inertialsystem
an der Spitze des dargestellten Vektors v; gegeniiber dem Inertialsystem am Schaft von
V;.

e Wenn wie in Abbildung das Inertialsystem 1 mit seiner Relativgeschwindigkeit vy
gegeniiber dem Bezugssystem die Richtung vorgibt, und die Relativgeschwindigkeit v
des Inertialsystems 2 gegeniiber Inertialsystem 1 mit dieser Richtung iibereinstimmt,
liegt der Grundfall vor. Dabei sind Inertialsystem 1 und 2 bezogen auf das Bezugssystem
kontrahiert, aber auch Inertialsystem 2 bezogen auf Inertialsystem 1. Es gibt also eine
Beschrinkung auf Kontraktion.

e Die Natur der Wechselbeziehungen zwischen Inertialsystemen enthilt aber auch das
Gegenstiick zu der Beschriankung der Betrachtung auf Werte der Kontraktion. Dieses
Gegenstiick ist unmittelbar in den Wechselbeziehungen angelegt, wenn man mathema-
tisch nicht mit Kontraktionsfaktoren operiert, sondern mit deren Kehrwerten und damit
exklusiv mit Faktoren der Dehnung. Wie sich diese physikalische Gegebenheit in der
LORENTZ-Transformation abbildet, wird spéter noch naher erlautert.

e Der Wechsel der Richtung des Vektors einer Relativgeschwindigkeit entspricht dem Vor-
zeichenwechsel dieser Relativgeschwindigkeit. Mit diesem Vorzeichenwechsel zwischen
zwei Inertialsystemen wechselt die Zuordnung der Eigenschaft des kontrahierten Sys-
tems gegeniiber dem Partner-Inertialsystem.
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10.5 Lorentz-Transformation und Additionstheorem im Kontext

Die LORENTZ-Transformation ist der Grenzfall des Additionstheorems, bei dem das Bezugs-
system (im Beispiel: der Strand) mit dem Inertialsystem 1 (Schiff) zusammenfillt. (Das Schiff
liegt noch am Strand vor Anker. Nur der Passagier (Inertialsystem 2) bewegt sich relativ zum
Schiff. Nun gibt es auch fiir diesen Spezialfall zwei Alternativen der Zuordnung des Bezugssys-
tems zu dem einen oder dem anderen Inertialsystem. In der LORENTZ-Transformation ist aber
exklusiv die Variante abgebildet, die dem Inertialsystem 1 mit den Parametern x, t fiir Weg
und Zeit die Rolle des Bezugssystems zuordnet. Inertialsystem 2 mit den Parametern z/, '
ist dagegen das relativ zu Inertialsystem 1 kontrahierte System. Die Relativgeschwindigkeit
v basiert auf den Parametern des unkontrahierten Inertialsystems 1, also: v = ‘fi—f.

Die Ergebnisse zum Additionstheorem erlauben nun auch in Riickkopplung, die Wider-
spruchsfreiheit zur LORENTZ-Transformation und deren sinnvolle Anwendungsmdoglichkeiten
zu hinterfragen. Dazu dient die nachfolgende Abbildung [I3] und die entsprechenden mathe-

matischen Beziehungen.

ks
U T
x t XI tl

Abbildung 13: Zwei Inertialsysteme mit Relativgeschwindigkeit

Schiff

—v-t / -
= xivz T = H7v2 (10.40)
1-= 1-2
t— ﬁx tl + lxl
= = t= (10.41)
1 v _ o2
c2 c?
= (702) T = (702) (10.42)
1-% 1-Y
t(1—-1% t'(1+2
t = -2 t= S (10.43)

(10.44)
Vi-si-5
x 1-1
i c 104
z 1+ ¢ (10.45)
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In (10.40) und (10.41) ist die Originalform der LORENTZ-Transformation wiedergegeben.
Weg und Zeit stehen in der LORENTZ-Transformation in gegenseitiger Abhéngigkeit, wobei
im Sinne der Ausbreitung mit konstanter Lichtgeschwindigkeit ¢ gelten muss:

z

t t
Nur unter dieser Voraussetzung stimmen die beiden linken Gleichungen von (10.40) und
(10.41) iiberein sowie auch die beiden rechten Gleichungen miteinander. Der angegebene
Grundfall der LORENTZ-Transformation ist gekennzeichnet durch rdumliche und zeitliche
Koinzidenz im Koordinatenursprung beider Inertialsysteme in Form der Beziehungen zg =
xo" = 0 sowie tg = t¢o’ = 0. (10.40) und (10.41) stimmen damit nicht nur {iberein, sie lassen
sich dariiber hinaus in eine einheitliche Form einbringen, und zwar nach (10.42), abgestellt
auf den Weg sowie analog nach (10.43), abgestellt auf die Zeit.

Unbeschadet der zentralen Bedeutung dieses Grundfalles der LORENTZ-Transformation als
Basis aller weiteren Ableitungen und Interpretationen kann fiir spezifische Anwendungen
natiirlich auch mit parallel auf der Achse von Weg oder Zeit verschobenen Funktionen operiert
werden, ohne die Grundeigenschaften der LORENTZ-Transformation zu tangieren. Zu diesen
Grundeigenschaften der LORENTZ-Transformation ist Folgendes festzuhalten:

e Gegenstand der LORENTZ-Transformation ist die Transformation der Variablen von
Weg und Zeit vom Inertialsystem 1 (Bezugssystem) in die davon abweichenden Varia-
blen von Weg und Zeit von Inertialsystem 2. Gedanklich und rechnerisch wird also mit
der linken Gleichung von Inertialsystem 1 nach Inertialsystem 2 gesprungen und die
Parameter z, t durch 2/, ¢’ substituiert.

e Wird in einem weiteren Schritt mit Hilfe der Gegengleichung (rechte Gleichung) eine
zweite Substitution durchgefiihrt, so entspricht dies dem Riicksprung von Inertialsystem
2 nach Inertialsystem 1.

e Die mit dem ersten Sprung verbundene Kontraktion wird mit dem Riicksprung wieder
aufgehoben. Das Endergebnis dieser Doppelsubstitution nach (10.44) bewegt sich in-
nerhalb ein und desselben Inertialsystems und ist stimmig. Das typische Grofienverhéltnis
zwischen beiden Inertialsystemen ist dagegen in (10.45) dargestellt. Dabei ist darauf hin-
zuweisen, dass den Faktoren 1—¢ und 1+ 7 die Natur von Kontraktion beziehungsweise
Dehnung innewohnt.

Nehmen wir jetzt Bezug auf die vorstehend fiir die Wechselbeziehungen der Inertialsysteme
hervorgehobene Bedeutung der alternativen Interpretation im Sinne von Kontraktion (Kon-
traktionsfaktor f(v)) oder im Sinne von Dehnung (Dehnungsfaktor 1/f(v)). Dabei ist mit
Blick auf die LORENTZ-Transformation von besonderem Interesse, dass in linker und rechter
Gleichungsseite der LORENTZ-Transformation nach (10.42) diese Inversion natiirlich angelegt
ist. Bildet man néamlich den Kehrwert des Quotienten von

1-:
von (10.42), so ergibt sich mit:
1 1+3
-2 1-%
C
die Form:
2
1 yi-@= 1+
1—2 — v =
< 1= 1 %;
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Es besteht also Ubereinstimmung mit der rechten Gleichungsseite von (10.42)! Damit erken-
nen wir die physikalische und mathematische Identitét der beiden Gleichungen auf linker und
rechter Seite von (10.42). Diese verkappte Identitét innerhalb der LORENTZ-Transformation
bedeutet zum einen, dass die Aufspaltung in Gleichungspaare auf linker und rechter Seite nur
der Verwirrung Vorschub leistet und der Verschleierung der Identitét. Weitere Konsequenz
ist die véllige Ubereinstimmung mit der GesetzmiBigkeit der Inversion durch alternative
Interpretation als Kontraktion (Ausgangswert) oder Dehnung (Kehrwert), wie sie aus den
Wechselbeziehungen zwischen Inertialsystemen hevorgegangen ist.

Fundamentale Konsequenz dieser Identitét ist die Erkenntnis, dass es zwischen zwei Iner-
tialsystemen niemals Gleichberechtigung geben kann, so wie prinzipiell fiir alle Aulenbezie-
hungen von Inertialsystemen Gleichberechtigung ausgeschlossen ist. Dem Inertialsystem, dem
durch den Rechenansatz die Rolle des kontrahierten Systems zugewiesen wird, steht zwin-
gend der Partner gegeniiber, der relativ zum kontrahierten System gedehnt ist. Fiir beide
Betrachtungsweisen ist die Relativgeschwindigkeit zwischen beiden Systemen nur an einem
System, nédmlich dem nicht kontrahierten System orientiert und am Gang seiner Uhr, denn
beide Betrachtungsweisen liegt eine identische physikalische Gesetzméfigkeit zugrunde. Fiir
die Gegebenheiten des Additionstheorems kann von diesem Prinzip aber durchaus abgewi-
chen werden, d.h., die Relativgeschwindigkeit auf die Parameter des kontrahierten Systems
umgerechnet werden.

Zusammenfassend ldsst sich die LORENTZ-Transformation mit

auf nur eine Beziehung reduzieren:

2
o v log - Vlte (10.46)
t /_%; 1+ 1+Y '

e Das Inertialsystem mit den Parametern 2/, ¢’ unterliegt der Kontraktion von Weg und
Zeit in Relation zum Inertialsystem mit den Parametern z, ¢.

e Das Inertialsystem mit den Parametern x, ¢ unterliegt der Dehnung von Weg und Zeit
in Relation zum Inertialsystem mit den Parametern x/, t'.

e Gleichberechtigung zwischen beiden Inertialsystemen in ihrer gegenseitigen Beziehung
ist ausgeschlossen. Die Relativgeschwindigkeit v ist fiir beide Fille identisch und basiert
auf dem Eichmaf} der Zeit des nicht kontrahierten Inertialsystems.

Zur Darstellung der Kontraktion, der ein Stab in einem Inertialsystem unterliegt, das sich
relativ zu einem Bezugssystem bewegt, gehen wir von der Gleichung auf der rechten Seite von
(10.42) aus. = auf der linken Gleichungsseite ist der Parameter des unkontrahierten Bezugs-
systems. Addieren wir zu = die Lange L eines Stabes, muss sich dessen Kontraktion auf das
MaB L' im kontrahierten Inertialsystem 2 auf der rechten Gleichungsseite abbilden. Im Zihler
des Quotienten ist der Parameter ' des kontrahierten Inertialsystems 2 mit dem Klammer-
ausdruck (14 2) multipliziert, wobei sich hinter dem Teilglied % = t'v die Zeitabhingigkeit
verbirgt. Der Stab L im Bezugssystem muss aber zu ein und demselben Zeitpunkt, also zei-
tunabhiingig in seiner auf L’ kontrahierten Form abgebildet werden. Deshalb ist L’ ohne
Zeitabhingigkeit zu 2'(1 + 2) zu addieren. Damit ergibt sich zusammenfassend:

(14 %)+ L'

2
v
1-=

x4+ L= (10.47)
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und nach Differenzbildung mit der Ausgangbeziehung auf der rechten Seite von (10.42):

7, 2
- = \/1—%2. (10.48)

In analoger Weise ergibt sich mit der linken Gleichung von (10.42)

1—-Y)+ 1
Gl R (10.49)

das gleiche Ergebnis von (10.48). Dies ist allein deshalb folgerichtig, da (10.49), umgeformt
mit Hilfe von (10.6), der Beziehung (10.47) mit der nachstehend dargestellten Modifikation
entspricht.

1+2
1_v¢ a! 1—2(1_2)"'1’/
x S+ L=

1+7 -2
14
1re YA+ +LY

x4+ L T = :

- v

‘ —

Der fiir L und L’ identische multiplikative Faktor, auf den sich die Modifikation gegeniiber
(10.47) beschrankt, fithrt schliefllich zum identischen Ergebnis nach (10.48) fiir ihre Pro-
portion. Zu betonen ist, dass linke und rechte Gleichung von (10.42) einer gemeinsamen
Wurzel entstammen und einer eindeutigen Zuordnung der Parameter zum unkontrahierten
Bezugssystem (Inertialsystem 1, Parameter x) beziehungsweise zum kontrahiertem Partner
(Inertialsystem 2, Parameter z’) unterliegen. Fehlerhaft wire, einer Ambivalenz von linker
und rechter Gleichung im Sinne von Gleichberechtigung zu unterstellen, wobei die Rolle von
Bezugssystem und kontrahiertem Inertialsystem frei zu wahlen wére.

Aus Gleichung (10.48) ergibt sich, dass zu ein und demselben Zeitpunkt korrespondierende
Wegabschnitte (im Beispiel die Stablinge L) in den beiden Inertialsystemen S und S’ nicht
iibereinstimmen. In S ergibt sich im Beispiel die Stablinge L, im kontrahierten System S’
die kontrahierte Lénge L’. Ein Beobachter in S erkennt, dass ein Stab, der in seinem Iner-
tialsystem die Linge L hat, im korrespondierenden Inertialsystem S’ durch Kontraktion die
Linge L' aufweist. Umgekehrt erkennt ein Beobachter in S’ | dass ein Stab, der in seinem
Inertialsystem die Lénge L’ hat, im korrespondierenden Inertialsystem S durch Dehnung die
Lénge L aufweist.

In analoger Weise ergibt sich, dass an ein und demselben Ortpunkt korrespondierende Zeit-
abschnitte in den beiden Inertialsystemen S und S’ nicht {ibereinstimmen. In S ergibt sich
zum Beispiel das Intervall T', im kontrahierten System S’ das kontrahierte Intervall 7. Ein
Beobachter in S erkennt, dass ein Intervall, das in seinem Inertialsystem die Dauer T" hat, im
korrespondierenden Inertialsystem S’ durch Kontraktion die Dauer T” aufweist. Umgekehrt
erkennt ein Beobachter in S’ , dass ein Intervall, das in seinem Inertialsystem die Dauer T’
hat, im korrespondierenden Inertialsystem S durch Dehnung die Dauer T aufweist.

Die vorstehend angegebene Berechnung in (10.47) bis (10.49) unterscheidet sich grundsétzlich
von der gingigen Methode in der wissenschaftlichen Literatur. Selbstverstédndlich ist es moglich,
wie in (10.47) angegeben, aus der Beziehung (10.40) durch rdumliche Parallelverschiebung
eine abgeleitete Beziehung, im Beispiel: (10.47) zu gewinnen. Dann gilt im Beispiel: (10.40) bil-
det den Stabanfang ab und (10.47) das Stabende. Dazu ist es aber weder nétig noch zulissig,
die prinzipielle Raum-/Zeitkoinzidenz von (10.40) zu verletzen. Werden dagegen isolierte
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rédumliche beziehungsweise zeitliche Koinzidenzen, wie in der wissenschaftlichen Literatur
tiblich, kiinstlich gesetzt, ergeben sich zwar rein formal Rechenergebnisse fiir die Kontraktion
des Stabes, aber allein in der wahlweisen Zuordnung der Kontraktion der Léngen zu linker
oder rechter Gleichung von (10.40), also zu Inertialsystem S oder S’, zeigt die Willkiirlichkeit
und damit Fehlerhaftigkeit dieses Verfahrens.

Figur 4a

U U

1Y 1
)<,t c* 1+I(J:,22 X,t,
Figur 4b

v U
_1 _1

Xt s Xt s X

Abbildung 14: LORENTZ-Transformation und Additionstheorem

Aufbauend auf dieser Betrachtung kann nun auch der Nachweis gefiihrt werden, dass die
LoreENTZ-Transformation und die Ergebnisse des Additionstheorems miteinander in Einklang
stehen, wobei Abbildung [14] der Veranschaulichung dient.

Inertialsystem 1 Inertialsystem 2 Inertialsystem 3
v v’
/
v _ =/ v = ”—2 (10.50)
-5 1+ %
2 1
1- 2—2 = _ (10.51)
14+ %
v — v
v v
—— —— (10.52)
1+ % 1+ %
2
Summe: v 5 (10.53)
1+ 5%

In Figur 4a ist v an Inertialsystem 1 und dem Gang seiner Uhr orientiert, v’ ist an Inertial-
system 2 und dem Gang seiner Uhr orientiert. Inertialsystem 2 ist relativ zu Inertialsystem
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1 entsprechend dem Faktor 4/1 — Z—; kontrahiert und Inertialsystem 1 ist relativ zu Inertial-

system 2 entsprechend dem Faktor 4/1 + %2 gedehnt. Diese Relation ist Beziehung (10.50)
und (10.51) zu entnehmen.

Fiir die Darstellung des Additionstheorems wird in Figur 4b und Beziehung (10.52) v" durch
v substituiert und das Ergebnis der Summenbildung fiir diesen Sonderfall von zwei gleich
grofien Geschwindigkeiten ist (10.53) zu entnehmen. Natiirlich gilt das Additionstheorem
auch ohne Beschrankung auf den Sonderfall, der hier nur fiir die logische Verkniipfung und
Vergleichbarkeit mit der LORENTZ-Transformation gewahlt ist.

Die Ubereinstimmung mit der Ableitung zum Additionstheorem ist also damit hergestellt,
dass v' durch v substituiert wird, was dem Vorgehen bei Gleichung (10.3) und (10.4) ent-
spricht.

In Figur 4b haben wir eine Uberlagerung zweier identischer Schritte vor uns, und zwar von
Inertialsystem 1 iiber Inertialsystem 2 (als Briickenglied) nach Inertialsystem 3 mit einer
resultierenden Verdoppelung der Geschwindigkeit

v4+v=2

und der Kontraktion als Produkt zweier gleich grofler Faktoren

1 1 1
. -1
N

Zusammengefasst ergibt sich:
2v

p— 5 -
1+ %

Ur
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10.6 Viertes Inertialsystem als Bezugssystem

Wird von dem als Bezugssystem ausgewéhlten Inertialsystem ,,Strand“ auf ein viertes Iner-
tialsystem als neues Bezugssystem umgerechnet, das gegeniiber dem Strand die Relativge-
schwindigkeit v4 hat, errechnen sich folgende Relativgeschwindigkeiten v1’ von Inertialsystem
1 (Schiff) und vo’ von Inertialsystem 2 (Passagier) gegeniiber diesem neuen Bezugssystem
(viertes Inertialsystem).

r_ Va4t U2

V2 1+ ’U21}4
r_ vat 1)1
v1 1+ v1v4

Nachfolgend wird abgeleitet, dass sich unabhéngig vom gew#hlten Bezugssystem immer der
gleiche Wert der Relativgeschwindigkeit v zwischen zwei Inertialsystemen 1 (im Beispiel:
Schiff) und 2 (im Beispiel: Passagier) errechnet.

UQI — ’U1/
V= —""7 7 =
1 _ v1'vg
CQ
vatva _ _vatv1
LT 1T
1— (vatv1)(vatv2) -

(1_,.%)(1_’_%).02
(1)4 + Ug)(l + vlm) — ('U4 + 1)1)(1 + Ui#) B
(1_‘_%)(14_%)_%

c? c?
%+ 'U2 + ’1)11)4 + 1)11)%% % _ ,Ul 1)21)42 ’1)11}

1_1_1}2 _I_Ui _*_%_Ui_% 7% ’U1’U2

(2 =) (1 - %)

(1= 2)(1 - %)

c? c
V2 — V1

v1U2
1w

Die Wechselbeziehungen zwischen Inertialsystemen nach (10.37) bis (10.39) werden bei dem
geschilderten Umstieg auf ein neues Bezugssystem in einfacher Weise angepasst, indem w1, v
durch v1/, v9’ substituiert wird.

Zusammenfassend lassen sich folgende Schlussfolgerungen ziehen:

Zwei relativ zueinander bewegte Inertialsysteme 1 und 2 sind in jedem Fall unterschiedlich
kontrahiert, wobei fiir keines der Inertialsysteme das absolute Maf3 der Kontraktion bekannt
ist oder bestimmbar wére. Obwohl einem der beiden Inertialsysteme im Innenverhéltnis der
beiden Partner zwingend die Rolle des unkontrahierten Inertialsystems zukommt und dem
anderen Inertialsystem die Rolle des kontrahierten Systems, ist keine Entscheidung dariiber
moglich, welchem Inertialsystem welche Rolle zukommt. Es wére aber fehlerhaft, deswegen
von einer Gleichberechtigung der beiden Inertialsysteme zu sprechen, nur weil die Rollenver-
teilung nicht bestimmbar ist. Als ,,Insider“oder besser: ,,Gefangener in einem Inertialsystem*
messen wir eine subjektive Geschwindigkeit gegeniiber unserem Partner und errechnen daraus
einen subjektiven Wert der Kontraktion fiir den relativ zu uns bewegten Partner. Da wir uns
nicht wie ,Miinchhausen aus dem Sumpf unserer begrenzten Orientierungsméglichkeit ziehen
konnen*, ist dieser subjektive Kontraktionsfaktor auch nicht identisch mit der echten Pro-
portion der (unbekannten) echten Werte der Kontraktion beider Partner. Alle hier genannten
Gegebenheiten bleiben unberiihrt, wenn gedanklich aus der Beschrinkung der Betrachtung
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auf das gegenseitige Verhiltnis zweier Inertialsysteme ausbrechen und die Beziehungen dieser
zwei Inertialsysteme zu einem dritten Inertialsystem betrachten, das als Bezugssystem dienen
soll. Damit kommt das Additionstheorem ins Spiel und die daraus entwickelten Wechselbezie-
hungen zwischen Inertialsystemen nach (10.34) bis (10.39). Mit den Relativgeschwindigkeiten
v1 von Inertialsystem 1 gegeniiber dem Bezugssystem und ve von Inertialsystem 2 gegeniiber
dem Bezugssystem ist jetzt der Weg bereitet, basierend auf dem Bezugssystem eindeutige
Relativgeschwindigkeiten und Kontraktionswerte der beteiligten Inertialsysteme definieren
zu konnen.

Wird das gewéhlte Bezugssystem, das die Bezeichnung B tragen soll, durch ein beliebiges
anderes Bezugssystem mit der Bezeichnung BB substituiert, dann hat das Inertialsystem 1
eine Relativgeschwindigkeit v gegeniiber B und v’ gegeniiber BB, das Inertialsystem 2 eine
Relativgeschwindigkeit vy gegeniiber B und vy’ gegeniiber BB. Aus v’ und vy errechnet sich
die gleiche Relativgeschwindigkeit v von Inertialsystem 1 gegeniiber Inertialsystem 2 wie aus
v1 und vg; die Wechselbeziehungen zwischen Inertialsystemen auf der Basis von Bezugssystem
B mit den Relativgeschwindigkeiten v; und vy stimmen dagegen nicht iiberein mit den
Wechselbeziehungen zwischen Inertialsystemen auf der Basis von Bezugssystem BB mit den
Relativgeschwindigkeiten v’ und vy'.

Bei der Wahl des neuen Bezugssystems mit der Relativgeschwindigkeit v’ gegeniiber Iner-
tialsystem 1 und mit der Relativgeschwindigkeit vo’ gegeniiber Inertialsystem 2 ist nach 3
Moglichkeiten zu unterscheiden:

e Die Richtungen von v’ gegeniiber Inertialsystem 1 und v’ gegeniiber Inertialsystem 2
stimmen mit den Richtungen von v, und v iiberein.

e Die Richtungen von v’ gegeniiber Inertialsystem 1 und v’ gegeniiber Inertialsystem 2
stimmen nicht mit den Richtungen von v; und vs iiberein.

e Die Richtungen von v’ und vy’ stimmen nicht iiberein. D.h.: Inertialsystem 1 bewegt
sich gegeniiber dem Bezugssystem in eine Richtung, Inertialsystem 2 in die Gegenrich-
tung. Innerhalb dieser 3. Kategorie gibt es weitere 3 Unterkategorien:

— Das Bezugssystem fillt mit Inertialsystem 1 zusammen.
— Das Bezugssystem fillt mit Inertialsystem 2 zusammen.

— Inertialsystem 1 und 2 bewegen sich mit der gleichen Relativgeschwindigkeit ge-
geniiber dem Bezugssystem, aber in Gegenrichtung zueinander.

Das Kontraktionsgefille zwischen Inertialsystem 1 und 2 bestimmt sich nach der Wahl des
Bezugssystem entsprechend vorstehenden Varianten.

10.7 Uberlagerung von Relativgeschwindigkeiten

Relativgeschwindigkeiten zwischen Inertialsystemen lassen sich, physikalisch und mathema-
tisch korrekt, gedanklich in Komponenten auftrennen und umgekehrt wieder zusammenfiigen.
Wesensmerkmal dieser Komponenten ist es deshalb, dass ihre physikalische Aussage immer
gleichzeitig sowohl individuell wie auch in Uberlagerung giiltig ist. Abhingig von dem gedank-
lich in ein Inertialsystem eingeprigten Koordinatensystem mag die Auftrennung in Kompo-
nenten und deren Uberlagerung zuniichst wie gedankliche Spielerei anmuten. Da aber die
mit der Relativgeschwindigkeit verbundene Kontraktion ebenfalls durch das Wesensmerkmal
der Uberlagerung gekennzeichnet ist, kann deren Resultat nicht willkiirlicher Natur sein.
Vielmehr ist unabhéngig davon, an welche Aufteilung in Komponenten auch immer gedacht
wird, in jedem Fall fiir alle 3 Dimensionen des Raumes von einer gleichen Kontraktion aus-
zugehen, die sich nach der resultierenden Relativgeschwindigkeit bestimmt. Ein Quader, der
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in einem Inertialsystem ruht, das sich relativ zu einem anderen Inertialsystem bewegt, wird
also keinen Unterschied erfahren, gleichgiiltig, wie lange und kurze Seite gegen die Richtung
der resultierenden Relativgeschwindigkeit orientiert sind.
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11 Kopie zu [1], [2] und [3] Literaturhinweise

Siehe nachfolgende Seiten:
|[Kopien zu [1
E{opien zu |2
[Kopien zu [3
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31. Der Wechselstromkreis mit Induktivitit 337
Die maximal vom Eisenkern aufgenommene magnetische Energie wird nach Gl. (17)
1
Wm=5 I L=1IL=040 Ws.

Die komplexe Rechnung lafit sich mit Vorteil anwenden, wenn die Induktivitéit als
konstant angesehen werden kann. Dann gilt fiir die Selbstinduktionsspannung

Up=1j0lL. (24)
Man kann daher analog zur Gl. (17.24) den Ausdruck
Z=jwk (25)

als den der Induktivitdt L entsprechenden komplexen Widerstand auffassen. Der
ohmsche Spannungsabfall ist
Up=ILEFE, (26)
und es gilt
U=Up+U;=1LE+jol). (27)

Die GroBe R -+ jw L stellt den komplexen Widerstand der Spule dar, R ist der
Wirkwiderstand, w L der Blindwiderstand. Naheres iiber die komplexe Rechnung
s. Abschnitt 36.

32. Wirbelstréome

Befinden sich in einem magnetischen Wechselfeld elektrisch leitende Stoffe, so
entstehen in diesen Stoffen nach dem Induktionsgesetz Wechselstrome auf Bahnen, die
mit den magnetischen Induktionslinien verkettet sind; man bezeichnet diese Strome
als Wirbelstrome. In stromfiihrenden Leitern iiberlagern sich die Wirbelstréme dem
Leiterstrom. Auch durch das magnetische Feld des Leiterstromes selbst werden
Wirbelstréme im Leiter hervorgerufen. Dadurch ergibt sich eine ungleichmiGige
Verteilung des Stromes iiber den Leiterquerschnitt, die man als Stromverdrdngung
bezeichnet. Die Wirbelstréme erzeugen selbst ein Magnetfeld und wirken daher
auch auf das urspriingliche Feld zuriick, es entsteht Feldverdringung. Infolge
der im Leiter entstehenden Stromwirme wird dem magnetischen Feld dabei
Energie entzogen. Man bezeichnet als Wirbelstromverluste die Leistung, die infolge
der Wirbelstrome in Form von Wirme verlorengeht.

In einem Wirbelstromfeld sind elektrische und magnetische Feldstirke durch
das Durchilutungsgesetz und das Induktionsgesetz miteinander verkniipft. Das
Linienintegral der magnetischen Feldstéirke ist auf jedem geschlossenen Weg durch
die Durchflutung des Weges bestimmt. Auch das Induktionsgesetz gilt in einem
raumlich ausgedehnten Feld auf beliebigen Bahnen; das Linienintegral der elektri-
schen Feldstirke ist also auf jedem geschlossenen Weg gleich dem magnetischen
Schwund dieses Weges.

Stromverdringung im zylindrischen Leiter

Ein besonders einfacher Fall der Stromverdringung liegt bei langen kreiszylindri-
schen Leitern vor. Wenn man sich auf die Betrachtung eines kurzen Lingenabschnit-
tes eines solchen Leiters beschriankt, so darf man annehmen, daf} die elektrische und
die magnetische Feldstirke nur von dem Abstand » von der Achse abhéngen,
Abb. 32.1, und in jedem Leiterquerschnitt die gleichen Werte besitzen. Die magne-
tische Feldstirke hat iiberall die tangentiale Richtung, wihrend die elektrische
Feldstirke wie die Stromdichte axial gerichtet ist. Stromdichte und elektrische
Feldstirke sind nach Gl. (6.4) verkniipft durch die Beziehung

J=0kE, (1)
wobei hier durchweg vorausgesetzt wird, da8 der Verschiebungsstrom im Leiter gegen
den Leitungsstrom vernachlissigt werden kann (s. a. Abschnitt 44).
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Wendet man daher das Durchflutungsgesetz auf einen Kreis vom Radiusr an,
so folgt fir jeden Zeitpunkt

2arH=[J2nrdr =2mo [ Erdr, (2)
0 0

oder durch Differenzieren:

=0 kK. (3)

H und E bedeuten die Augenblickswerte der Feldstirken.

Um das Indukiionsgesetz anzuwenden, betrachte man ein in einer Achsenebene des
Leiters liegendes Rechteck, Abb. 32.2, dessen eine lange Seite in die Achse fillt,
und dessen andere davon den Ab- .

stand 7 hat; die Lange des Rechtecks .
sei . Ein solches Rechteck wird
von den magnetischen Feldlinien < 1
senkrecht durchsetzt, so dall der - ol
GesamtfluB in dem Rechteck I E 7'b
r r
@ :Of Bldr =pl Of H dr A Beldstirie In sinom A Raiktionsgesetzes

zylindrischen Leiter
betragt, wenn unter u die als kon-
stant angesehene Permeabilitdt des Leitermaterials verstanden wird. Bei der
Bestimmung des Linienintegrals der elektrischen Feldstdrke hat man die ange-
nommene Bezugsrichtung des Induktionsflusses im Sinne einer Rechtsschraube
zu umkreisen. Dies ergibt

gﬁE-ds=E|,=01—E|,1=—§=—uzaatjﬂdr; (4)

die aus den Radien gebildeten Rechteckseiten tragen zu dem Linienintegral nichts
bei, da die elektrische Feldstdrke senkrecht auf diesen Seiten steht. Durch Differen-

zieren nach r ergibt sich
o oH

i ®)
Differenziert man die Gl. (8) nach ¢ und fithrt die eben gefundene Gleichung ein,

so ergibt sich

1 3E oF
6r2 + o TP (6)

Wenn sich die FeldgroBen zeitlich s1nusform1g dndern, so kann man die komplexe
Darstellung benutzen, indem man fiir die komplexen Augenblickswerte setzt (s. 5.151)

E(t) — E }2ein,
H() = H J2ei, ()
J@) =J ]/567"‘"

Die Grolen B, H und J stellen fiir jeden Punkt des Raumes Zeiger in der kom-
plexen Ebene dar. Die absoluten Betrige dieser Zeiger geben die Effektivwerte
der GroBen in dem betreffenden Raumpunkt an. Fiihrt man die Ansétze (7) in die
Gl. (6) ein, so folgt

d*E 1dF

T KBE=0. (8)

Dabei ist gesetzt
B=—jwou; k= (1—79 Al—wa‘u (9)
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43. Grundgleichungen der elektromagnetischen Vorginge S0/

Die oben durchgefiihrte Uberlegung gibt eine physikalische Begriindung der AMPEREschen
Formel Gl. (26.70). Die Stromstirke I in dem Leiterstiick von der Léinge ds ist gleichwertig

einer mit der Geschwindigkeit v bewegten Elektrizititsmenge Q=1Idt=1 fli ds=1T ds , d.h.

es ist ds v
Quv=1ds. (45)
Damit werden die Gl. (44) und (26.70) identisch.

Bei hohen Geschwindigkeiten v, die sich der Lichtgeschwindigkeit nihern, entsteht eine
Verzerrung des in Abb. 43.8 dargesteliten Feldes infolge der Riickwirkung des magnetischen
Feldes gemiB dem Induktionsgesetz. Dadurch dndert sich auch die scheinbare elektroma-
gnetische Masse, s. Gl (8.3).

9. Es ist noch die Frage zu betrachten, was man unter der Geschwindigkeit v einer frei im
Raum fliegenden Ladung zu verstehen hat.

Erfahrungsgemif gelten die physikalischen Grundgesetze der Mechanik und der Elektro-
dynamik in jedem Koordinatensystem, das eine feste Orientierung gegen das Fixsternsystem
hat, sowie in allen parallel dazu, also ohne Drehung, gleichférmig bewegten Koordinatensyste-
men. Solche Systeme nennt man Inertialsysteme. So kann ein in der Sonne verankertes Koordi-
natensystem, das fest gegen die Fixsterne orientiert ist, als ein Inertialsystem angesehen wer-
den. Ein im Mittelpunkt der Erde verankertes derartiges System ist mit sehr groBer Annahe-
rung ein Inertialsystem, solange es sich um Vorginge handelt, die kurz im Vergleich zu einem
Erdumlauf um die Sonne, also zu einem Jahr, sind. Ein Koordinatensystem, das fest mit der
Erdoberfliche verbunden ist (Laboratorium) ist zwar kein Inertialsystem, da es an der Erd-
drehung teilnimmt. Trotzdem kann auch ein solches System fiir viele Zwecke als Inertial-
system angesehen werden, wenn nimlich die Erddrehung wihrend der Zeitdauer des betrachte-
ten Vorganges unmerklich ist.

Streng genommen lautet daher die Antwort auf die oben gestellt Frage:

Unter v ist die Geschwindigkeit des Elektrons relativ zu einem Beobachter zu verstehen, voraus-
geselzt, dafd sich dieser in einem Inertialsystem befindet.

Fiir die Beobachtung auf der Erde ist dies praktisch gleich der Relativgeschwindigkeit der
Elektronen gegen den Beobachter auf der Erde. Wirde sich aber ein Beobachter mit seinen
MeBgeriten mit gleichférmig fliegenden Elektronen mitbewegen, dann wiirde er ruhende
Flektronen mit ihrem elektrostatischen Feld beobachten konnen, aber kein magnetisches Feld
der oben geschilderten Art.

44. Elektromagnetische Wellen
Elementarform der elektromagnetischen Welle

Nach dem vorigen Abschnitt entsteht eine elektromagnetische Welle, sobald sich
Stréme oder Spannungen zeitlich dndern. Zeitlich konstante Spannungen und Stro-
mungen liegen vor, wenn sich Elektrizitdtsmengen in Ruhe oder in gleichférmiger
Bewegung befinden; Strom- und Spannungsdnderungen werden durch ungleichmdfig
bewegte Elektrizitdtsmengen verursacht. Die einfachste elektromagnetische Welle
entsteht daher, wenn eine punktférmige Elektrizititsmenge in einem sonst von
Ladungen und materiellen Korpern freien Raum ungleichférmig bewegt wird. Die
bei allgemeinen Bewegungen von raumlich ausgedehnten Ladungen entstehenden
Wellen lassen sich durch Uberlagerung der von den einzelnen Ladungsteilchen aus-
gehenden Wellen darstellen.

Da sich jede Bewegung nach FOURIER in zeitlich sinusférmige Bewegungen zer-
legen 1dBt, so erhidlt man einen Einblick in diese Vorgings, wenn man eine sinus-
formige Bewegung von Ladungen betrachtet. Solche Bewegungen treten auch auf,
wenn sich die Strome und Spannungen in einem Stromkreis zeitlich sinusférmig
verindern. In jedem kleinen Ausschnitt des vom Wechselstrom durchflossenen
Leiters schwingt die Elektronenwolke gegeniiber den feststehenden positiven La-
dungen in der Lingsrichtung des Leiters hin und her. Die von einem drahtférmigen
Leiter ausgehende elektromagnetische Welle kann aus den von den Langenelementen
des Leiters herrithrenden Teilwellen zusammengesetzt gedacht werden. Die von einem
sehr kurzen von Sinusstrom durchflossenen Leiterabschnitt ausgehende Welle bildet
die Elementarform der elekiromagnetischen Welle. Sie wird durch den Wechselstrom ¢ in
dem Leitungsabschnitt von der sehr kleinen Lénge ! erregt oder, was damit gleich-
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wertig ist, durch eine Ladung @, die mit der Geschwindigkeit »
sinustérmig um eine Ruhelage schwingt. Beide Vorgange sind a y
gleichwertig, wenn gemal Gl. (43.45)

v = I1. (1) z 7

Eine solche Erregungsstelle wird Hertzscher Dipol ganannt.

Die Lage eines beliebigen Punktes P im Raum gegeniiber
der schwingenden Ladung werde durch die Koordinaten, Abb. 44 1, '
gekennzeichnet. Die z-Achse werde in die Bewegungsrichtung der AR 441 Foord-
Ladung gelegt. Aus Symmetriegrinden hingen dann die Feld- genden Ladung
groflen nur von den beiden Zylinderkoordinaten @ und z ab. In dem Raum aufler-
halb des Dipols gelten die- Feldgleichungen in der Form

g

rotH =jwe E, (2)

rot E = —jouH, (3)
wenn der Voraussetzung gemal eine sinusférmige Zeitabhingigkeit mit der Kreisfre-
quenz « eingefiihrt wird. Formal entspricht die Bezichung (2) der im stationéren
magnetischen Feld geltenden Beziehung (26.49), wenn J an Stelle von j w ¢, E ein-
gefiihrt wird, und man kann auch hier die magnetische Feldstirke aus einem Vek-
torpotential ableiten, indem man gemiB Gl. (26.53) setzt |

H=rotV. (4)
Fihrt man dies in Gl. (3) ein, so folgt
rot (B +jwu, V) =0. (5)

Diese Gleichung sagt aus, dal} das Feld des in der Klammer stehenden Vektors wir-
belfrei ist ; daher kann dieser Vektor aus einem zunéchst noch unbekannten skalaren
Potential ¢ abgeleitet werden; wir setzen

E+jop V= -gradg (6)
oder o

E=—gradg —jou, V. (7
Fihrt man andererseits den Ansatz (4) in Gl. (2) ein, so folgt mit Hilfe der Rechen-
regel (26.47)

graddivV — AV =jwe E (8)
oder
1 . 1
E—jwsograddwl/—jw%dlj. 9
Durch Vergleich dieser Beziehung mit Gl. (7) findet man
1 .
g:._?_wsodwl_/, (10)
AV = — 0P epu, V. (11)
Wir setzen zur Abkirzung
1 km ,
€ = :299792T; (12)
& 1
dann wird aus GI. (11) e
w?
AV=—ZV. (13)
Fiir die Augenblickswerte des Vektorpotentials gilt also die sog. Wellengleichung:
1 8%V

Die magnetischen Feldlinien sind aus Symmetriegriinden Kreise, deren Mittel-
punkte auf der z-Achse liegen. Es mu8 daher der Vektor ¥V parallel zur z-Achse
gerichtet sein. Wir nehmen ferner an, daBl genauso wie im Fall des stationiren
Feldes, Gl. (26.61), der Vektor ¥ nur von dem Abstand r des Punktes P von der Er-
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regungsstelle abhingt. Es zeigt sich, dall man mit dieser Annahme alle Bedingungen
des Problems erfiilllen kann. In Kugelkoordinaten lautet nun die Gl (13), da alle
Komponenten von ¥ mit Ausnahme derjenigen in der z-Richtung Null sind, nach
Gl. (14.18) mit V, statt ¢ o '

1 d(,dV, 1 drV;) = .
ﬁakgﬂ—? =N (15)
hieraus folgt
rV, = Aethr, (16)
wobei
L] 1

C

und 4 eine zundchst noch unbestimmte Konstante darstellt. Da wir uns auf die
Betrachtung von Feldern beschrinken, die von dem Dipol ausgehen, so ist nur das
negative Vorzeichen von k brauchbar, und es wird schliellich

wr
A4 ——
V,="e °.

, (18)
Die Augenblickswerte bestimmen wir durch Multiplikation mit |,/_§ e/*t und Projek-
tion auf die imaginére Achse:

Vo= A dn (i - 7). (19)

c

Das Vektorpotential ist also hier durch eine nach allen Richtungen hin fortschrei-
tende Welle dargestellt, deren Geschwindigkeit ¢ ist und deren Amplituden umge-
kehrt proportional mit dem Abstand » abnehmen.

Es lassen sich nunmehr die Feldgré8en mit Hilfe der Gl. (4) und (9) berechnen.
Die magnetische Feldstirke hat iberall die auf @ und z senkrechte Richtung von «. Mit
Gl (3) und Gl. (26.43), deren r (Zylinderkoordinaten, Abb. 15.1) hier a entspricht,
ergibt sich

_ oV, aVidr
‘ H=rot, V, = — === — 22—
Da nach Abb. 44.1
=22 + a? : (20)
ist, wird
ro L =L, (21)

und mit Gl. (18) gilt:

In der unmalttelbaren Niihe der schwingenden Ladung, (w7fc <€ 1), wird daher
H=a% (23)

Andererseits ist nach AmpEREschen Formel, Gl. (26.70), der Effektivwert der mag-
netischen Feldstirke in der Umgebung eines geraden Stromleiters von der kleinen

Lange 1, der von einem Wechselstrom mit dem Effektivwert I durchflossen wird,
1 a
H= Il (24)

Der Vergleich mit Gl. (23) zeigt, dall das berechnete Feld tibergeht in das Feld des

kurzen geraden Stromleiters, wenn man setzt

_ It (25)
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Ersetzt man den kurzen Stromleiter durch die bewegte Ladung@ gem. Gl. (44.1)
so gilt auch
4—_9% (26)
47 VE ’
wobei » den Scheitelwert der Geschwindigkeit der Ladungsbewegung (Schnelle)

bedeutet.
Zur Berechnung der elektrischen Feldstirke beniitzen wir Gl. (9) und GI. (11)

E V—-jopV. (27)
Es ist nach Gl. (14.11) und mit Gl. (20)
oV, V.dr z 3V,
W= = & (28)
Hieraus folgt mit den Gl. (14.20)
anz 2V, 22 3V,
grad, (div V) P (T) P +- ,.sz = (29)
; 22y, z 02V, oV,
grad, (div V) = da 0z % at ‘17;"_ o (30)

grad, (div V,) = 0. (31)
Ferner ist mit Gl. (18)

wr

ey, A Lo\ i
e A E
92y, A .oT wr® _7wTT
o IR
Damit ergibt sich
4 =27
E,=5e c[.?wso(322—72)(1+7_)+7w.“0’2( 22— 7)), (34)
_ A az *f% L7 wr\?
b= jag [3+37°_(7)’ )
E,=0. (36)

Der Vektor der elektrischen Feldstirke liegt also in der durch den Punkt P gehen-
den Meridianebene; er steht daher itherall senkrecht auf H, Abb. 44.2.

Zerlegt man F, und E, in die beiden aufein-
ander senkrecht stehenden Richtungen r und &,
so kann man mit Hilfe der beiden schraffierten
rechtwinkligen Dreiecke die Komponenten E, und

Ey der elektrischen Feldstiarke berechnen. Es ist
E,=E,cosd 4 Eysin § (37)

zi

und
Ey = — E,sin ¥ + H,cos ¢ . (38)
Ferner ist
a=rsind und z-=rcosd. (39) o
Fihrt man dies in Gl (34) und (35) ein, SO Abb. 44.2. Feldkomponenten der
er glbt sich schwingenden Ladung

= jweyrd

B, — 2Acosﬁ(1+?._w_r)e—j—c (40)
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und
wf
A sin & .or wr\2y, —i-—
—_ i wr_ 2! c 41
Eo—jwaor"(l_’—?c (c))e : (41)
Ferner gilt nach Gl. (22)
A s - or
g2 (1) e T 42)
r c

Dies sind die FeldgroBen der elektromagnetischen Elementarwelle (H. HERTZ 1888).
Fiir @ — 0, also konstante Bewegungsgeschwindigkeit v des Ladungstrigers, gehen
diese drei Beziehungen in die Gl. (43.39), (43.40) und (43.44) iber.

Nahfeld der schwingenden Ladung

In unmittelbarer Nihe des Dipols ( wTr < 1) wird nach den Gl. (40) bis (42) ange-
nihert '

2 A cos &

Ly = jwegr® (43)
A sin &

"9_jw80r3’ (44)
A sin &

=207 (45)

Der Vergleich mit Gl. (11.33) zeigt, da die Struktur des elektrischen Feldes der-
jenigen eines statischen Dipolfeldes gleicht. Der Faktor j im Nenner der elektrischen
Feldstirken zeigt an, daB die elektrische Feldstirke gegen die magnetische und
damit gegen den Strom I um 90° phasenverschoben ist. Dies erklirt sich daraus, dall

sich der Strom [ im Luftraum als Verschiebungsstrom ("«‘o %) fortsetzt, der in Phase

mit dem Strom schwingt; die elektrische Feldstirke eilt daher dem Strom um 90°
nach.

Fernfeld der sechwingenden Ladung

In der Funktechnik interessieren die Felder besonders in grofler Entfernung von
der Erregungsstelle. Hier kommen nur die Glieder mit den hichsten Potenzen von r
zur Wirkung (,,Fernfeld). Aus den Gl. (40) bis (42) folgt

B =0, (46)
Asin e_j-,“_;m" :
r

B, =]y (47)

?

,mf

- — _7_.—
H=jou?80)/n e (48)

- r

Magnetische und elektrische Feldstirke stehen raumlich senkrecht aufeinander
und senkrecht zum Radius » (Abb. 44.2). Die beiden Felder breiten sich mit der Ge-
schwindigkeit ¢ in radialer Richtung aus. Der radiale Abstand zweier Punkte gleicher

Schwingungsphase stellt die Wellenldnge dar:

" 2n ¢

| p=or= (49)
Die Gl. (47) und (48) sagen ferner aus, daB die elektrische und die magnetische Feld-
stirke im Fernfeld zeitlich in Phase liegen. Dies erklirt sich aus der hier iiberwiegen-
den Induktionswirkung des magnetischen Feldes. Jede Verinderung des magneti-
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Bewegte nichtleitende Korper

Wird ein nichtleitender Kérper (o = 0, u = p,) mit der Geschwindigkeit v
durch ein stationdres magnetisches Feld B bewegt, so wird in dem Kérper nach
Gl. (23.22) die elektrische Feldstirke E; = » x B induziert. Fiir die dadurch ver-
ursachte elektrische FluBdichte auBerhalb des Korpers gilt jedoch nicht ) = ¢E;,

sondern D=(c—¢) (v xB), (31)
da nur die materiellen Dipole bewegt werden und nur sie zur elektrischen FluBdichte
beitragen.

Tine ihnliche Korrektur ist bei der Bewegung eines nichtleitenden Korpers in
einem elekirischen Feld E notwendig. An den Oberflichen einer isolierenden Platte
in einem Plattenkondensator betrigt die Ladungsdichte D = ¢ E. Darin riihrt der
Anteil (¢ — &) von den materiellen Dipolen der nichtleitenden Platte her. Wird
die Platte mit der Geschwindigkeit v zwischen den feststehenden Plattenelektroden
verschoben, so wirken diese Oberflichenladungen wie elektrische Strome, die auf
den beiden Oberflichen entgegengesetzte Richtungen haben. Der Strombelag ist
nach Gl. (8.5)

vD=ve—¢g)k, (32)

und nach dem Durchflutungsgesetz entsteht in der Isolierstoff-Platte ein ma-
gnetisches Feld mit der Feldstirke

H=1(¢—¢g)vhk. (33)

Werden auch die Kondensatorplatten mithewegt, so entsprechen die Oberflichen-
ladungen ¢ B auf den Kondensatorplatten elektrischen Stromen v ¢ EF in entgegen-
gesetzten Richtungen. Die magnetische Feldstérke in dem Isolierstoff wird daher

jetzt als Differenz
H=c¢vk. (34)

Weitere Bewegungseffekte

Die iibrigen elektromagnetischen Effekte, die bei Bewegungen von materiellen
Kérpern auftreten, haben wegen ihrer Kleinheit meist keine Bedeutung. Es sind
im wesentlichen die folgenden:

1. Bewegte Raumladungen wirken wie elektrische Stréme von der Dichte

J=pv (35)

und erzeugen daher ebenso wie diese magnetische Felder.

2. Auch bei der Bewegung ungeladener Leiter entstehen elektrische und magne-
tische Felder, wenn sich die Bewegungsgeschwindigkeit zeitlich dndert, da dann die
Leitungselektronenwolke infolge ihrer Trigheit etwas voreilt oder zurtckbleibt, so
daB unkompensierte Raumladungen auftreten.

3. Bei Bewegungsgeschwindigkeiten v, die nicht mehr klein gegen die Licht-
geschwindigkeit ¢ sind, treten in den Gl. (17) und (20) wegen des Gesetzes der kon-

stanten Lichtgeschwindigkeit noch Faktoren von der GréBenordnunng ﬁ(ci)z
auf, die sich aus der Relativititstheorie ergeben (s. S. 458 u. 463). \

Bemerkungen

1. Das Feld in der Umgebung einer mit konstanter Geschwindigkeit v frei fliegenden
Ladung Q, z.B. eines Elektrons, hat man sich folgendermaBen vorzustellen. In irgendeinem
Punkt 2 in der Umgebung der Ladung, Abb. 43.7, finden wir gemiB Gl. (11.2) die Ieldstirke

Q

—
dmeyr

E:
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506 Sechstes Kapitel: Das rasch veranderliche elektromagnetische Feld

= und y seien Koordinaten eines Systems, in dessen Ursprung sich die Ladung befindet
Die 2- und y-Komponenten der elektrischen Feldstirke im Punkte P sind

x Q x
E = — =
Ty B dme, (2% 4 2P0’ (36
_Yyp_ @ y ,
By = r E= dmey (22 + y2)*7 ° (37

Infolge der Bewegung der Ladung nimmt wihrend eines Zeitelements d¢ die Koordinate a
des festen Raumpunktes P um dx = v df ab. Daher nehmen die Feldstirkekomponenten zu um

_ BEz _ 3Ey \
dE, = ——ax—dx, dE, = —de. (38)
Diesen Anderungen der Feldstirke entgprechen Verschiebungsstrome im Punkt P
_ dB, Qv 2a%— g2
Jx = & dt = Z‘j—z (xz + yz).lg ’ (39)
_ dEy, Qv 3z2y
Jy =g & T dn @ (40)

Abb. 43.8 zeigt den dadurch bestimmten Verlauf der Linien des Verschiebungsstromes.
Die z-Komponente wird Null fir
y=+2}7. (41)
Auf diesen Geraden verlduft also die Strémung senkrecht zur Flugbahn. In der Flugbahn selbst
und auf der durch die Ladung gehenden, zur Flugrichtung senkrechten Ebene ist dagegen die
y-Komponente der Stromung Null; die Strdmung hat hier die Richtung der Flugbahn.
Mit der Stromung entsteht ein magnetisches Feld mit Feldlinien, die wegen der Symmetrie
Kreisform haben. Die Ebenen dieser Kreise stehen senkrecht auf der Flugrichtung, ihre Mittel-
punkte liegen in der Flugbahn. Die Durchflutung einer solchen Feldlinie mit dem Radius y ist

: y
O=fJ,2nydy. (42)
0

Die Integration laBt sich leicht ausfithren und ergibt

1 y?

0= 3 Qv oy (43)

2
Wird das Durchflutungsgesetz auf die Feldlinie mit dem Radius y angewendet, 2nyH = O,
so folgt fiir die magnetische Feldstirke
sin «

1 y 1
== 4

Die magnetische Feldstiarke ist an jeder Stelle des Raumes wie die Stromdichte proportional
dem Produkt @ ». Die im magnetischen Feld aufgespeicherte Energie ist daher nach GL. (28.43)
und (28.44) proportional Q2 v%; sie wichst proportional dem Quadrat der Geschwindigkeit wie
die kinetische Energie m»?/2 eines bewegten Kérpers der Masse m. Bei den Elektronen ist
eine andere Masse als diese ,,scheinbare elektromagnetische Masse*‘ nicht nachweisbar.

v
E
0 AE y
T EJ,‘

¥

g Ao z

—— 1)

Abb. 43.7. Elektrisches Feld der bewegten Abb. 43.8. Verschiebungsstrome der bewegten

Punktladung Punktladung
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